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2009 met ↪u Europos student ↪u matematikos olimpiada
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Akademijos g. 4, 08663 Vilnius
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Santrauka. Šiame darbe mes apžvelgiame 2009 met ↪u Vojtech’o Jarnik’o tarptautinės matematikos varžy-
bas, kurios vyko Čekijoje, Ostravos mieste. Mes taip pat pateikiame ↪idomesnes užduotis ir paprasto už-
davinio sprendim ↪a.

Raktiniai žodžiai: olimpiada, Europos, student ↪u.

1.
↪
Ivadas

Kiekvienais metais Čekijoje, Ostravos mieste, vyksta individualios Vojtech’o Jarnik’o
tarptautinės matematikos varžybos, kurios dar dėl dalyvi

↪
u gausos ir dėl to, iš kur dau-

guma atvažiuoja studentai, vadinamos Europos student
↪

u matematikos olimpiada. Jas
organizuoja Ostravos universiteto darbuotojai. Pasitaiko, kad

↪
i šias varžybas atvažiuoja

ir ne Europos studentai. Šioje olimpiadoje jau ne vien
↪

a kart
↪

a dalyvavo Vilniaus uni-
versiteto studentai. Jiems vadovauja buv

↪
es šios olimpiados dalyvis, o dabar jau moksl

↪
u

daktaras Paulius Drungilas, kuris dabar jau užsiima organizaciniais reikalais.
Organizacinė veikla yra turbūt ne mažiau

↪
idomi, nei pats dalyvavimas olimpiadoje.

Komandos vadovo darbas prasideda jau Lietuvoje, nes kiekvienas atvyk
↪
es

↪
i olimpiad ↪a

pateikia savo uždavinius atrankai
↪
i olimpiad

↪
a. Atvykus ir užsiregistravus, komand

↪
u

vadovai susirenka ir balsuoja, kokius uždavinius reikt
↪

u
↪
idėti

↪
i užduoči

↪
u komplek-

tus. Po to reikia pasiskirstyti, kas kur
↪
i uždavin

↪
i taiso ir laukti, kol studentai pateiks

sprendimus, po ko ateina pati sunkiausia dalis – tai užduoči
↪

u tikrinimas ir vertini-
mas. Dažnai pasitaiko, kad vertintojams reikia būti ypač griežtiems, nes kokia s ↪alyga,
pradžioje atrodžiusi sunkoka, pasirodo per lengva ar atvirkščiai. Tada pasireiškia
meninės vertintoj

↪
u savybės ir gudrumas, nes kit

↪
a dien

↪
a vyksta darb

↪
u gynimas, per kur

↪
i

nuskriaustas studentas gali užginčyti vertinim
↪
a ir pateikti savo argumentus, kodėl jis

yra vertas didesnio balo. Tiesa, retai pasitaiko, kad koks studentas smarkiai pagerint
↪

u
savo situacij ↪a po apeliacijos, nes visgi patirtis yra vertintoj ↪u pusėje.

Užduotys parenkamos taip, kad studentai galėt
↪

u per daug nežinodami specifini
↪

u
tem

↪
u išspr

↪
esti bet kur

↪
i uždavin

↪
i. Kartais net kai kurie dalykai sužinoti universitete

trukdo išspr
↪
esti paprasčiausi

↪
a uždavin

↪
i, nes puola mintys apie

↪
ivairius sunkius da-

lykus girdėtus per paskaitas. Žinoma, būna išimči
↪

u, kada reikia giliai žinoti kurios
nors specifinės tematikos dal

↪
i.

2009 met
↪

u olimpiadoje Vilniaus universiteto pasirodė visai neblogai, vyresni
↪

uj
↪

u
student

↪
u grupėje du studentai (tarp j

↪
u ir šio straipsnio autorius) išsprendė po du už-
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davinius ir surinko po 21 tašk
↪
a iš 40 galim

↪
u. Vertėt

↪
u pažymėti, kad pirm

↪
aj

↪
a viet

↪
a užėm

↪
e

studentai pilnai išsprendė tris uždavinius. Kiti komandos atstovai taip pat nepadarė
gėdos. Rezultatus taip pat galima rasti oficialiame olimpiados tinklapyje.

2. Užduotys ir vienos iš j ↪u sprendimas

Mes pateikiame kelet
↪

a
↪
idomesni

↪
u 2009 met

↪
u olimpiados užduoči

↪
u, tam kad būt

↪
u

lengviau pamatyti, kokio sunkumo ir tuo pačiu
↪
idomumo yra s

↪
alygos ir tam, kad būt

↪
u

galima patiems išspr
↪
esti jas. Šias užduotis taip pat galite rasti oficialiame olimpiados

puslapyje http://vjimc.osu.cz/.

Problem 1. Let ABC be a non-degenerate triangle in the euclidean plane. Define a
sequence (Cn)

∞
n=0 of points as follows: C0 := C, and Cn+1 is the center of the incircle

of the triangle ABCn. Find limn→∞ Cn.

Problem 2. Prove that the number

22k−1 − 2k − 1

is composite (not prime) for all positive integers k > 2.

Problem 3. Let E be the set of all continuously differentiable real valued func-
tions f on [0,1] such that f (0) = 0 and f (1) = 1. Define

J (f ) =
∫ 1

0

(
1 + x2)(f ′(x)

)2 dx.

a) Show that J achieves its minimum value at some element of E.
b) Calculate minf∈E J (f ).

Problem 4. Let A be an n × n square matrix with integer entries. Suppose that
p2Ap2 = q2Aq2 + r2In for some positive integers p,q, r where r is odd and p2 =
q2 + r2. Prove that |det A| = 1. (Here In means the n × n identity matrix.)

Mes pateikiame trečiosios užduoties sprendim
↪
a taip pat ta pačia kalba, kuria ir

reikėjo pateikti sprendimus.
Solution. By the fundamental theorem of Calculus, we have

1 = ∣∣f (1) − f (0)
∣∣ =

∣∣∣∣
∫ 1

0

(
f ′(x)

)
dx

∣∣∣∣.
Next, by using the Cauchy–Schwartz inequality, we obtain∣∣∣∣

∫ 1

0

(
f ′(x)

)
dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ 1

0

√
1 + x2

√
1 + x2

(
f ′(x)

)
dx

∣∣∣∣
�

(∫ 1

0

(
1 + x2)(f ′(x)

)2 dx

)1/2(∫ 1

0

dx

1 + x2

)1/2

=
(∫ 1

0

(
1 + x2)(f ′(x)

)2 dx

)1/2√
π

2
.
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Hence

J (f ) � 4

π
,

and taking f (x) = 4
π

arctan x we get that J ( 4
π

arctanx) = 4/π which proves the
part (a) and gives the result for part (b).

Kaip galite pastebėti, nors ir s
↪

alyga skamba gana grėsmingai, bet sprendimas yra iš
ties

↪
u gana paprastas net ir pirmo kurso studentui.
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SUMMARY

D. Dzindzalieta. European student’s mathematical olympiad’ 09

In this article we talk about Vojtech Jarnķk International Mathematical Competition for students’ also
called “Europe’09 student olympiad” which was held in Czech Republic, Ostrava. We also give some
problems and one solution of not the hardest problem.
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