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Santrauka. Straipsnyje apZvelgiamos 58-osios Lietuvos mokiniy matematikos olimpiados (2009 04 07,
Druskininkai) uzZduotys ir ju sprendimo biidai.
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Ivadas

Siuo straipsniu tesiama tradicija apzvelgti kiekvieny mety Lietuvos mokiniy matema-
tikos olimpiados uzduotis ir panagrinéti ju sprendimo biidus. Pereity mety olimpiados
apzvalga ir ankstesniy mety olimpiadu apZvalgu nuorodas galima rasti [4].

58-0ji Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada ivyko 2009 m. balandZio 7 d.
Druskininkuose. Olimpiada buvo puikiai suorganizuota — mokiniams ir mokyto-
jams buvo prieinami visi turistiniai ir kurortiniai malonumai. Olimpiadoje kiekvienas
mokinys sprendé 4 uZdavinius (9-10 ir 11-12 klasiu uZdaviniai skyrési). Suvedus
olimpiados rezultatus, buvo atrinkti dalyviai ir kandidatai i Pasaulio matematikos
olimpiada (IMO), kuri Siemet vyko Brémene (Vokietija) liepos ménesi.

Mokytojai dar mokiniams tebesprendziant gavo vertinimo komisijos parengta uz-
daviniy ir sprendimy knygele (komisijos pirmininkas prof. A. Dubickas). Su visa
medziaga galima susipazinti internete ([3,2]). Siais Saltiniais remiamasi ir misy ap-
zvalgoje. Joje nagrin¢jami tik jdomiausiy uzdaviniy sprendimai. Likusiy uZdaviniy
sprendimus skaitytojas ras minétuose Saltiniuose.

9-10 Kklasiu uzdaviniai

1. Natiralieji skaiiai a, b ir ¢ tenkina lygybe 28a + 30b + 31¢ = 365.

a) Kelias reikSmes gali igyti suma a + b + ¢?

b) Raskite visus $ios lygties natiiraliuosius sprendinius (a; b; c).
Atsakymas. a) Vienintele reikSme 12. b) (1;4;7), (2;1;9).

Sprendimas. PanaSiuose uZdaviniuose sunku absoliuciai i§vengti perrankos. Todél
visa gudrybeé, kaip ta perranka kiek galima sumazinti. Pasirodo (Zr. [3,2]), kad gali-
ma i§ karto isitikinti, jog a + b + ¢ = 12 (pabandykite), ir perranka nebedidelé. Mes
pademonstruosime kita biida, kai perrenkamos kintamuju a, b, ¢ (o ne sumos a+b+c)
reikSmés.
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Nuo kurio kintamojo ja pradéti? Zinoma, nuo c. Viena vertus, salygos lygybéje
28a +30b + 31c =365 (1)
¢ koeficientas didziausiais, todél $io kintamojo rézis i virS§aus maziausias:
31c =365 —28a — 30b < 365 — 28 — 30,
31c <307,

c<9.

Kita vertus, vien zZvilgteléjus i (1) lygybe aisku, kad ¢ nelyginis (kitaip kairé puse biity
lyginé), todél perrinkti reikés tik apie puse reikSmiy, ¢ € {1, 3, 5,7, 9}.

Jei ¢ =9, taiis (1) turime 28 + 30b = 86, 14a + 15b =43. Aisku, kad ¢iab < 3 ir
nelyginis, taigi b =1, tada a = 2. Radome sprendini (1; 2; 9).

Jei c =7, tai 28a + 300 = 148, 14a + 15b =74, b lyginis, b < 4, todel b € {2, 4}.
Jei b =4, gauname a = 1, t.y. sprendini (1; 4; 7). Jei b = 2, tai 14a = 44, sprendiniuy
néra.

Jei ¢ =5, tai 28a + 30b = 210. Matome, kad b turi dalytis i§ 7, todél b > 7, bet
tada 306 > 210, ir sprendiniy néra.

Jei ¢ =3, tai 28a + 30b =272, 14a + 15b = 136. Kadangi 15a + 15 =135+ a +
1, tai a + 1 turi dalytis i§ 15. Vadinasi, a + 1 > 15, a > 14, ir sprendiniu néra.

Jei ¢ =1, tai 28a + 30b = 334, 14a + 15b = 167. Vadinasi, 15a + 15b = 150 +
15+ a+2, a+ 2 turi dalytis i§ 15, a +2 > 15, a > 13, bet tada 14a > 182, ir
sprendiniy néra.

Perranka baigta.

Turime du sprendinius: (1; 4; 7) ir (2; 1;9). Abiem atvejais a + b + ¢ = 12.

Kitas bitdas. Trampa sprendima gauname remdamiesi dalumu.

Kadangi 31(a + b +c¢) =3a + b + 3104 62 — 7, tai 3a + b — 7 dalijasi i§ 31,
ty. 3a+b=7,38,69,.... Betjei 3a — b > 38, tai 28a + 30b + 31c =9Q3a + b) +
a+21b+31c>9-38+4 1421+ 31 =393. Vadinasi, 3a +b =7, ir a < 2. Jeigu
a=1,taib=4,iris (1) 31c =365 —28 — 120, c =7. Jeigua =2, tai b =1, tada
31c =365—-56—-30, c=09.

Kiekvieno i$ sprendiniu (1; 4; 7) ir (2; 1; 9) komponenciy suma yra 12.

Galima biity pasakyti, kad ir perrankos ¢ia nebuvo.

2. Keturkampio A BC D kraStinés AD ir CD lygios, ZBC D = 60°, ZBAC = 30°.
Irodykite, kad krastinés BC ir C D taip pat lygios.

Pastaba. Salygoje geriau pamineéti, kad keturkampis ABCD iSkilas, — Kkitaip
teiginys neteisingas. Tiesa, niekas i§ mokiniu kitaip ir nepagalvojo, nes mokykloje
neiskilieji keturkampiai beveik neminimi.

3. Kabineto forma yra taisyklingasis SeSiakampis, kurio krastiné lygi 3 metrams.
Kiekvienoje SeSiakampio virSiinéje yra prietaisas, kuris rodo, kiek mokiniy, nutolusiy
nuo jo ne didesniu kaip 3 metry atstumu, miega. Kiek mokiniy miega, jei visuy SeSiu
prietaisu rodmeny suma yra lygi 77
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Atsakymas. 3.

Sprendimas. Jeigu 1§ kiekvienos SeSiakampio virStnés iSvestume spindulio 3 ap-
skritimo lanka, tai SeSiakampis bty padalytas i tris sritis: vienoje ju yra vienintelis
taskas — SeSiakampio centras (jis priklauso visiems 6 uzdariesiems skrituliams), antroje
(6 Ziedlapiuose) kiekvienas taskas priklauso trims skrituliams, trecioje (tarp Ziedlapiu)
kiekvienas taSkas priklauso 2 skrituliams. Apskritimais remiasi ir sprendimas is [3,2].

Pateiksime sprendima, kuriame neprireikia apskritimu. Sakykime, kad prietaisai yra
taisyklingojo SeSiakampio virSiinése A, B, C, D, E, F, mokinys — taske M, O — Se-
Siakampio centras, N — atkarpos A B vidurio taskas, P — atkarpos A O vidurio taSkas
(pasidarykite bréZinuka). UZtenka iSnagrinéti atveji, kai M € AAO B (SeSiakampi su-
daro 6 analogiski trikampiai), o trikampiui A O B priklauso ir kraStinés. Jei M sutampa
su O, tai M yralygiai uZ 3 metry nuo visuy SeSiakampio virSiiniy, ir taSke M mieganti
mokini matyty visi 6 prietaisai. Jei M nesutampa su O, tai taSko M atstumai nuo A ir
B ne didesni uz 3: AABM kampai A ir B ne didesni uz 60°, kampas M > 60°, todél
AM < AB, BM < AB. Nuo tasko M vir§iné E nutolusi daugiau nei 3: AEOM
kampas EOM > 120° didziausias, todél EM > EO. Lygiai taip pat DM > 3.

Kiekvienas i$ atstumuy CM ir FM gali biti tiek didesnis, tiek ir maZzesnis uz 3:
pavyzdziui, F' P — lygiakrascio trikampio auksting, taigi taSkai, artimi taskui P, nutole
nuo F atstumu mazesniu nei 3; F'N pasviroji tiesei NO, o FO = 3 — statmuo, todél
FN > 3. Bet bent vienas i$ atstumy CM ir FM tikrai didesnis uz 3, nes remiantis
trikampio nelygybe CM + FM > CF =6.

Taigi mieganti mokini gali uzZfiksuoti 2, 3, arba 6 prietaisai. Jeigu tokiy mokiniy
atitinkamai yra a, b ir ¢, tai bendras rodmeny skaicius lygus 2a + 3b + 6¢ =17.

Aisku, kad ¢ < 1, bet ¢ = 1 biiti negali, nes lygtis 2a + 3b = 1 neneigiamy spren-
diniy neturi. Vadinasi, ¢ =0, taigi 2a + 3b = 7. Tada b < 2, b nelyginis, todel b =1,
ir a = 2. Taigi miegan¢iuy mokiniu skai¢iusa +b+c=0+2+1=3.

4. Skaicius 1,2, 3, ..., 4n reikia suskirstyti i n grupiu po keturis skaicius taip, kad
kiekvienoje grupéje vienas i$ skaiciu buty lygus likusiu triju tos grupés skaiciy arit-
metiniam vidurkiui. Kuriems natairaliesiems » tai jmanoma?

Atsakymas. Lyginiams n.

11-12 Klasiu uzdaviniai
1. Duoti trys skirtingi teigiami skaiciai a, b ir c. [rodykite, kad kvadratiné lygtis
a b ¢ 1 1 1
@+b+0x?+2(Z+ =+ =)t =t 2 +-=0
b ¢ a a b ¢

turi dvi skirtingas realias Saknis.

2. E ir F atitinkamai yra kvadrato ABC D kraStiniu BC ir CD vidiniai taskai. IS
taSko F tiesei A E iSvestas statmuo ja kerta kvadrato istriZainés B D taSke G. Atkarpos
F G vidinis taSkas K yra toks, kad AK = EF. Raskite kampa ZEKF .

Atsakymas. /EKF = 135°.
3. Zr. 9—10 klasiu 3 uzdavini.
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4. Naturaluji skai¢iu N vadinkime paslankiuoju, jeigu ji galima uZraSyti keliy
(nebttinai skirtingy) natdiraliyju skaiiuy suma taip, kad visu démenims atvirkStiniy
skaiCiu suma biity lygi 1. Pavyzdziui, 11 yra paslankusis skaiCius, nes

11=24+3+6
ir

1_1+1+1

2 36

a) [rodykite, kad 28 yra paslankusis skaicius.
b) Ar 58 yra paslankusis skaiCius?
¢) Ar 65 yra paslankusis skaicius?
d) Ar 2009 yra paslankusis skaicius?
Atsakymas. a) Taip. b) Taip. c) Taip. d) Taip.
Sprendimas. Tarkime, kad skaiCius N paslankus, t.y.
1 1 1
l=—+4+—+...+4—, N=a+ar+ -+a,.
ai az an

Padalykime pirma lygybe i$ 2:

Todél

o tai reiskia, kad skaiCius
242a1+2ar+---+2a,=2N+2

taip pat paslankus.
Taip pat ir

todél

1+1+-1-+1 + -+1 =1
36 2a 2a 2a,

ir skaiius 3 + 6 + 2a; +2a + - - - + 2a, = 2N + 9 paslankus.
Savo ruoztu tai reiskia Stai ka. Jeigu skaiCius NT*Z yra sveikas ir paslankus, tai ir N
yra paslankus. Jeigu skaiCius NT*(’) yra sveikas ir paslankus, tai ir N yra paslankus.

a) Atspéti vieneto skleidini, atitinkantj 28, paprasta ,,pleiant™ trupmenu sumas:
1 1 1

1
2 2 2 i T T TR ts T iRy

@l laol T lepl 1.1 1oyl
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(skliausteliuose virs lygybés Zenklo raSome skaiciu N, atitinkantj deSiniau esanti sklei-
dini).

B(?je, skaiCius &272 = 13 jau nebéra paslankus (pabandykite §j teigini irodyti, — tai
ne taip lengva).

b) Kadangi % = 28 paslankus, tai ir 58 paslankus.
c) Kadangi % = 28, 0 28 — paslankus, tai ir 65 paslankus.

d)Kadangi 2%9=2 = 1000, 1990-2 = 499, #=29 = 245 239 = 118,
N8-2 — 58, -2 =28, o skaitius 28 paslankus, tai ir skaiciai 58, 118, 245, 499,

1000, 2009 yra paslankds.

1 pastaba. Irodysime, kad skaiCius 13 nepaslankus.

SkaiCiy 13 reikia iSskaidyti i tokius démenis 2 < a; < ay < a3 <agq <..., kad
% + % +...+ % =1, a;+ay+...=13. I8 tikryju ty budy uzrasyti 13 kaip suma ne
taip jau daug, ir juos visus galima patikrinti. Pasirinkime malonesni kelia. Pradékime
nuo didziausio démens. Jis negali biti 13 (tada jis biity vienintelis, bet 11—2 < 1), negali
biti 12 (nes démens 1 néra), negali biiti 11 (nes kitas démuo biitu 2, o ﬁ + % < % + %),
negali biiti 10 (nes 15+ 5 < 3+ 1.

Kita vertus, skaidinyje negali bati dvieju dvejetu (% + % = 1), triju trejetuy, triju
ketvertu (nes 3 -4 = 12, ir lieka 1), dvieju penketu (liktu 3, bet + + 1 + 1 < 1), dvieju
Sesetuy (liktu 1), dvieju septynety ar kity didesniu vienody démeny (nes 7 - 2 > 13).
Vadinasi, i$ lygybés

11 1 1 1 1 1 1 1 !
23 3T It T T I TR e
reikia iSbraukti keleta démenu, kad ji tapty teisinga.

ISbraukti batinai reikia % — kitaip padauging iS 8 -3 -5 - 7 abi lygybés puses, gausime
sveikus visus skaiCius iSskyrus viena. ISbraukus é, bitinai reikia iSbraukti ir % — kitaip
dauginame i§ 4 -3 -5 -7, ir lieka vienintelé trupmena. Dabar reikia iSbraukti % — kitaip
dauginame i$ 6! ir lieka vienintelé trupmena. Dabar iSbraukti reikia % (dauginame i$
4!). Liko lygybe

SRS O S
2 3 3 4 4 6
Joje reikia arba palikti abu ketvertus, arba abu isbraukti (kitaip dauginame i$ 6). Jei
ketvertus paliekame, tai iki 13 lieka 2 4 3, bet % + % + % + zlt > 1. Jei ketvertus
iSbraukiame, tai lieka lygybé
[T
2 3 3 6
Vardikliu suma 14, todél palikti visuy keturiy démenu negalima, o kuri nors iSbraukus —
vardikliy suma bus mazesné uz 13.
Vadinasi, skaiCius 13 nepaslankus.
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Beje, pasekite, kodél toks irodymas netinka skaiCiui 17.

2 pastaba. Pasirodo, kad atliekant minétas operacijas su skai¢iumi N > 57 visada
galima gauti skaiCiu i$ intervalo [24, 56]. Kadangi visi Sio intervalo skaiCiai paslankis
(tuo isitikinti nesunku su kompiuteriu), tai visi N > 24 paslankis. Lieka skaiciai
N < 24, ir pasirodo (vel kompiuteris), kad nepaslankis yra tik skaiciai

2,3,5,6,7,8,12,13,14,15,19,21, 23.

Si tema yra puikus pavyzdys, ka galéty tirti mokinys su kompiuteriu ar be jo, —
darbo cia yra visokio. Daugiau Ziniy Sia tema galima rasti internete [1].
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SUMMARY

J.J. Macys. School mathematical olympiad-2009
The texts and solutions of the Lithuanian school mathematical olympiad-2009 are presented.
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