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Santrauka. Straipsnyje apraSomas budas, kaip skai¢iy e ir  iracionalumo irodyma galima déstyti studen-
tams ir mokiniams.

Raktiniai ZodZiai: skaicius e, skai€ius r, iracionalumas, elementarieji metodai.

Ivadas

Sio straipsnio tikslas — supazindinti déstytojus su trumpais skaitiy e ir 7 iracionalumo
irodymais ir pademonstruoti, kaip tuos jrodymus galima iSdéstyti moksleiviams
(turime galvoje matematikos birelius ir geriausius mokinius) ar studentams.

Skaiciaus e iracionalumo irodymai

Trumpiausias e iracionalumo jrodymas biity toks (plg. [3]). Funkcijos e* Teiloro sklei-
dinyje

A e +x2+x3+
R TR TR TR
imkime x = —1:
1 1 1
. T
e =1 1!—|—2! 3!—|—.... (1)
Tarkime, kad e — racionalusis skai¢ius. Tada racionalus ir skai¢ius e ™!, t.y. e ! = o

kur nataralieji m ir n neturi bendry dalikliu, taigi n — tam tikras fiksuotas skaicius.
Istate e ! reik§me i (1) ir abi lygybés puses padauging i§ (2n — 1)!, perraSome ja taip:

1 1 1 ):1 1

m
MmN - = V=
(2n )(n ST T o) T mantn T

Kairéje puséje turime sveikaji skaiciu, o deSinéje — Leibnico eilute, todél jos suma

teigiama, bet maZesné uz ZL :
n

m 1 1 1 ) 1 @)

0<@n—1 !( b —— ) < —.

( ) n 2! 3 2n—1)! 2n

Taigi sveikasis skaiCius atsidaré tarp O ir 1. Gauta prieStara reiskia, kad e — iracionalu-
sis skaiCius.
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Kokiu gi reikia Ziniy tokiam jrodymui suprasti? Matome, kad reikia biiti susipazinus
su Leibnico eilutémis ir su Teiloro skleidiniais. Kitaip sakant, toks irodymas prieina-
mas studentui, baigusiam pirmaji kursa.

Paaiskinsime, kaip §i irodyma galima pritaikyti mokiniui. Pasirodo, (2) nelygybe
galima jrodyti ir nesinaudojant eilutémis. Suprantama, irodymas tampa Siek tiek ilges-
nis, bet esmé nepakinta.

Pradékime nuo paprasciausios nelygybés (x > 0) :

0<e <. (3)
Suintegruokime ja nuo 0 iki x :
X X
O</ etdt</ 1dr,
0 0
0<—e*+1<ux. 4)
Suintegrave Sia nelygybe, turime
2
X
x x-
O<e ™ —1+x< Tk
Kartodami integravima, paeiliui gauname
2 3
x L
O<—e"4+1—x+ T < R
O<—e"4+1l—x+-+ L < aii
2n—-2)! @n-—-1V
2 2n—1 2n
X X X X
O<e ' —14+—=—=—+ -+ . 5
=° 12 Qn—1)1 ~ @n)! ©)
Istate ¢ia x = 1, gauname (1) formulés atitikmeni:
0<e'—14t_ Lty 1 :
<e - —— — 4 < .
2! 2n—-1!  (@2n)!
Si nelygybe teisinga su visais 7, taigi jei e~ = %, tai galima ja imti biitent su pasta-

ruoju n. Pakeite e ! | = ir padauging i (2n — 1)!, gauname ta pacia (2) nelygybe. Jos
priestaringumas reiSkia, kad e — iracionalusis skaicius.

O ka gi reikia Zinoti suprasti Siam irodymui? Reikia mokéti integruoti rodikling
funkcija e bei laipsning funkcija x” taikant Niutono—Leibnico formule, Zinoti, kad
nelygybes galima integruoti.

O ar galima apsieiti be integravimo? Pasirodo, taip (Zr. [1]).

Grizkime prie miisy nelygybiu. Integruodami mes jau mokame irodyti, kad is (3)
nelygybés iSplaukia (4). Bet tai puikiausiai galima padaryti vien remiantis iSvestine.
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Reikia jrodyti (4) nelygybe. Kairioji nelygybé — tai tiesiog kitaip paraSyta (3) nely-
gybés desiné puse, taigi irodyti reikia tik deSiniaja. PerraSykime ja taip:

et —14+x>0. (6)
Kairés puses funkcija didéja, nes
e —14+x)=——"+1>0

remiantis (3) nelygybe (Zinoma, viskas aisku ir be jos). Kadangi funkcijae™ — 1 +x
taske 0 lygi O, tai teigiamiems x nelygybe (6) irodyta. Isitikinome, kad i$ (3) nelygybeés
iSplaukia (4) nelygybé. Kitaip sakant, jeigu teisinga (3) nelygybeé, tai teisinga ir (4)
nelygybé, sudaryta i$ visu triju nelygybés nariy pirmyksciu funkciju, lygiuy O taske 0.

Kadangi i§ pirmyksciu sudaryty nelygybiu reikés ir toliau, tai suformuluokime ir
irodykime tokj teigini.

LEMA. Tegu F(x) ir G(x) atitinkamai yra funkcijy f(x) ir g(x) pirmykstés,
igyjancios reiksme O taske nulis: F(0) =0, G(0) =0. Jeigu su x >0 f(x) > g(x),
tai F(x) > G(x).

Irodymas. Funkcija F(x) — G(x) didéja, kai x > 0, nes jos iSvesting F’(x) —
G'(x) = f(x) — g(x) > 0. Kadangi F(0) — G(0) =0, tai turime F(x) — G(x) >0,
kai x > 0. Lemos irodymas baigtas.

Grizkime prie (3), (4) ir tolimesniu nelygybiu. Kadangi jos visos, pradedant (4),
sudarytos i§ ankstesnés nelygybés pirmyksciy, tai remiantis lema visos jos teisingos.
Vadinasi, turime e iracionalumo jrodyma, kuris remiasi iSvestinémis ir pirmykstés
funkcijos savoka.

Dabar galime ir papokstauti. Gal jums nepatinka pirmykstés (,,tai tas pats integra-
las*)? Ka gi, prasau, apsieisime ir be ju.

Irodykime nelygybe (5) matematinés indukcijos metodu. Kai n = 1, ji virsta

_ x?
O<e ™ —14x<—. (7)
2!
Kairioji nelygybé teisinga, nes funkcijae™ — 1 + x didéja (iSvestine —e™ + 1 > 0),
o nulyje lygi 0. DeSinioji nelygybé taip pat teisinga, nes funkcija —e™ + 1 —x + 3—?
teigiama (nulyje ji lygi O ir didéja, nes jos iSvestiné e™* — 1 + x, kaip jau isitikinome,
yra teigiama). Nelygybé (7) irodyta.
Tarkime, kad (5) teisinga su n. [rodysime, kad ji teisinga sun + 1 :

x2n+1 x2n+2
O<e ™ —14+x—...+ <
2n+1!  (2n+2)!
Vél kairioji nelygybé teisinga, nes funkcijae™ —14+x — ... + % didéja (jos
iSvestine —e ¥ +1—...— % + é—in), teigiama pagal prielaida (5)), o nulyje lygi O.
Desinioji nelygybé taip pat teisinga, nes funkcija —e ™ +1— ... — % + %
2n+1
teigiama (nulyje ji lygi O ir didéja, nes jos iSvestine e ™ — 1 +x — ... + én—fl), >0-

tai jau ka tik irodéme). ZodZio ,,pirmykste* ir neprireiké!
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Skaiciaus 7 iracionalumo irodymai

Jeigu mokyklinis e iracionalumo jrodymas (t.y. irodymas be eiluciy ir integralu) Zino-
mas jau senokai, tai mokyklisSkai irodyti skaiCiaus 7 iracionaluma pavyko tik Siemet.
Ir vél i$ pradziy pateiksime ,,studentiS$ka” irodyma — jame Zymiai maZiau Zodziy
(beje, ir §is irodymas ,,Sviezias®, Zr. [2]).
Sinuso Teiloro skleidini dauginkime i$ x,

, xt xS

xsinx =x

ir integruokime:

X X t4 t6

/tsintdt:/ (P —=+=—...)d.

0 0 31 5!
Kadangi

X X X X
/ tsintdt:—/ tdcost:—tcosto—l-/ costdf =sinx — xcosx,
0 0 0

tai

x3 xd x’

s1nx—xcosx:?—ﬁ+ﬁ—....

Sia lygybe vél dauginame i¥ x ir integruojame,
A 8

X X
/ (tsint—t%ost)dt:/ (———+——...>dt.
A , \3 7 5.3 7.5

Pirmas démuo jau suintegruotas, tad integruojame antra:
X X
—/ 1 costdr = —/ >dsint = —1%sint
0 0

x> x’ x?

53 753 975

x X
+2/ tsint dr.
0 0

Vadinasi,

—x2sinx + 3sinx — 3x cos x =

Dabar jau aisku, kad daugindami iS x ir integruodami po n zZingsniu gausime lygybe
x2n+1 N x2n+3 L3N x2n+5 .51
Cn+ D11 2an+3)!1-31 2n+5)!!-5!

kar Qk+DH!!'=1-3-5-.- 2k —1)2k 4+ 1), P(x) ir Q(x) — tam tikri (ne aukstes-
nio laipsnio kaip n) daugianariai su sveikaisiais koeficientais. Bitent §i lygybé yra
iracionalumo raktas (panasiai kaip (1) lygybe ,,atrakino* e iracionaluma).

P(x)sinx+Q(x)cosx =
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Tarkime, kad 7 racionalus. Tada 7w = 3 , kur natairalieji p ir ¢ neturi bendry dalikliy,

%g = 2q cos2qgm =cosm = 1, sinm = 0. Istate 1 (8) lygybe x =m, cosm =1

ir sinm = O gauname

T =

m2n+1 N m2n+3 L3N m2n+5 .51

Q) = D11~ a3 T s

Primename, kad m — fiksuotas skaicius, o n galima rinktis laisvai. Kai n pakankamai
didelis, deSinés pusés eiluté tampa Leibnico eilute, todél viska lemia pirmas jos narys:

2n+1

0< Q(m) <m

Bet desiné pusé yra konverguojancios eilutes (galima remtis Dalambero pozZymiu)

2k+1

Z 2k + 1!

k=1

n-tasis narys, todel arté¢ja i 0. Vadinasi, sveikasis skaiius Q(m) (daugianario su
sveikaisiais koeficientais reikSmé sveikajame taske) su dideliais n atsiduria tarp O ir
1. Priestara reiskia, kad prielaida apie 7 racionaluma neteisinga. Vadinasi, 7 yra ira-
cionalus skaicius.

Pereikime prie ,,mokyklinio* jrodymo. IS pradZiu atsikratome eiluciu. Kadangi
—1 < cosx < 1, tai imdami pirmykstes turime (x > 0)

(3]
(3]
(98]
(98]

. X X X . X
—x <sinx < x, —7 S <—cosx+ 1<K 7 T

Mums uzteks net silpnesnés uz paskuting nelygybes

(98]

X o x3
x—?\smx\x—l-?.
Ji mums pakeis Teiloro eilute, o Siaip darome ta pati: dauginame i§ x ir imame
pirmykstes, kurias skai¢iuoti paprasta. Kaip funcijos x” pirmykste ,sidlosi® x"*1,
bet (x"t1Y = (n + 1)x", todél x" pirmyksté yra x"“/(n + 1). PanaSiai | x"sinx
pirmykstes sidilosi x” cos x. Kadangi (x” cosx)’ = —x" sinx +nx"" ' cos x, tai x" sinx
pirmyksté bus —x" cos x plius funkcijos nx" ! cos x pirmyksté. Kitaip sakant, Zinoda-
mi funkcijy su Zemesniais n laipsniais (x”~ ! sinx ir x"~! cos x) pirmykstes, nesunkiai
randame x” sin x ir x” cos x pirmykstes. Beje, mums ju ir skaiCiuoti nereikia — uZtenka,
kad nelygybeése turésime pavidalo P (x)sinx 4+ Q(x) cos x reiskinius. Sikart prieiname

nelygybe

m2n+1 m2n+3 m2n+1 m2n+3

el @ SIS o T e
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Bet imant n > m? bus % < 1, todel
2n+1
0<Q@m) < Zm—.
2n+ D!

Kadangi
Qn+D=1-3-5---Qn—1)Q2n +1))?

2n+1
)

= (1-2n+1)(3-2n—1))---(2n+1) - > 2n+1)"H'>2n+1) 72

tai 2n + D' > 2n + 1)@ +D/4 iy imdami n dar didesni, n > m*, gauname

<

m2n+1 - m2n+1 ( m4 )(2n+1)/4
i+ DI S 2n+ ne A =\

Vadinasi, 0 < Q(m) < 1, ir sveikasis skaicius atsidaré tarp O ir 1, — priestara. [rodymas
baigtas.
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SUMMARY

J.J. Macys. A new method for proving irrationality

A new school-elementary method is proposed for proving the irrationality of numbers e and 7.

Keywords: number e, number 7, irrationality, elementary methods.



