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Santrauka. LoSimo kauliukas nuo pat tikimybiy teorijos atsiradimo yra viena i§ pagrindiniy tikimybiy
teorijos savoky demonstravimo priemoniy. Sraipsnyje apZvelgiamos tikimybiy teorijos savokos Tikimy-
biné erdve, [vykis ir jo tikimybe, [vykiy priklausomumas, Atsitiktinis dydis ir jy iliustravimo panaudojant
loSimo kauliuka galimybés, pateikiama pavyzdziy.
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Taisyklingas SeSiasienis loSimo kauliukas Zmonijai Zinomas labai seniai — Irako te-
ritorijoje rastas toks kauliukas, pagamintas net prieS 3000 m. pr. Kr. [ Europa lo§imo
kauliukas atéjo véliau — juo buvo loSiama Senovés Egipte, veliau Graikijoje ir Romos
Imperijoje. Apie loSimus kauliuku raSoma ir pirmosiose tikimybiu teorijos (kalbant
Siuolaikiskai) knygose ir straipsniuose (Girolamo Cardano ,,.De Ludo Alcae”, Galileo
Galiléjus ,,Sopra le Scoperte dei Dadi” , Luca Paciolis ,,Suma”). Taigi loSimo kauliuku
loSiama labai seniai. Kuris loSiantysis islos, o kuris pralos, lemia atitinkamos sienelés
atsivertimas metus kauliuka. O kuria sienele jis atsivers, niekas i§ anksto neZino —
aisku tik, kad viena i§ SeSiu. Zinoma, lo¥¢jas noréty jvertinti savo galimybes laiméti.
Sioms problemoms tyrinéti ir buvo skirtos pirmosios knygos, kurios pasitarnavo naujos
mokslo Sakos — tikimybiu teorijos — atsiradimui.

Pazvelgus i gilia istoring loSimo kauliuko praeiti, biity galima sakyti, kad loS§imo
kauliukas jau pabodes. Taciau ir déstant Siuolaiking tikimybiu teorija, loSimo kauliukas
lieka labai tinkamas iliustracinis instrumentas. Juo galima pademonstruoti daugelj ti-
kimybiuy teorijos savoku — faktiSkai iSdéstyti tikimybiy teorijos pagrindus. Tikriausiai
nerastume vadovelio, kuriame bent karta nebiity panaudotas loSimo kauliukas — ar de-
monstruojant tikimybing erdve, ar konstruojant atsitiktinius dydZzius, ar skaiciuojant
kartojamy bandymu ivykiy tikimybes ir pan.

Puikus ,,seny” fundamentaliy dalykuy iSlikimo pavyzdys yra Euklido (IV a. pr. Kr.)
geometrija, kuri davé ir duoda daug medziagos dabartinés geometrijos mokslui ir i§liko
beveik nepakitusi iki Siu dieny.

Panagrinékime loSimo kauliuko taikymo galimybes iliustruojant tikimybiy teorijos
sgvokas.

Kiekvienas atsitiktinis ivykis gali ivykti arba neivykti tik esant tam tikroms
salygoms. Siu salygy kompleksas vadinamas bandymu, kuriame stebime tiriamaji
ivyki. Kalbant apie tai, natiralu pateikti paprasCiausia — monetos metimo — pavyzdi,
taCiau Cia losSimo kauliuko metimas tikty labiau — kaip bandymas su didesniu galimu
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rezultaty (baig€iu) skai¢iumi. Kai konstruojame bandymo matematini modeli —
baigting tikimybing erdve — loSimo kauliuko metimo bandymo baigCiy aibé Q2 =
{w1; wy; w3; wa; ws; we; } yra gana plati ir todeél patogi sudarant su bandymu susi-
jusius ivykius. Galime kalbéti apie baigtis, palankias, pavyzdziui, ivykiui ,atsivers
lyginis akuéiy skai¢ius” ar jvykiui ,.atsivers ne maziau kaip 5 akutés” ir pan. Siuo
bandymu patogu pademonstruoti ivykio formalizavimo procesa, — kaip ivykis sutapa-
tinamas su $iam jvykiui palankiu baigciy aibe, taip pat lengvai demonstruojami veiks-
mai su ivykiais, biitinasis ir negalimasis ivykiai, nesunkiai apskaiciuojama kiek i§ viso
ivykiu galime sudaryti. [vykius, sudarytus i$ vienos baigties, £ = {w}, E2 = {w3},
..., Eg = {we} pavading elementariaisiais ivykiais, matome, kad kiekvienas ivykis yra
tam tikry elementariujy ivykiu sajunga. Siame bandyme visai nesudétinga pateikti
dvieju nesutaikomu ar triju poromis nesutaikomu ivykiu pavyzdziy. Tokiuy galimybiy
neturime nagrinédami monetos metima.

Losimo kauliuko vieno metimo ivykiu tikimybés pagal klasikini tikimybés api-
brézima apskaiciuojamos labai lengvai. Tokie pavyzdziai, mokant ivykiu tikimybiuy
skaiCiavimo, akcentuoja, kad klasikinis apibrézimas taikomas tik vienodai galimy
baigciuy atveju, kas Siame bandyme akivaizdu. Nagrin¢jant du ar daugiau loSimo
kauliuko metimu, turime galimybe pademonstruoti sudétingesne baig€iu aibe bei i$
tokiy baigCiu sudarytus sudétingesnius ivykius, kuriu tikimybes galima apskaiciuoti
tiek pagal klasikini apibrézima, tiek naudojant kitas formules.

Pateiksime viena uzdavini i§ [3] knygos. Metami 6n taisyklingy lo§imo kauliuky.
Apskaiciuokime tikimybe, kad kiekvienas akuciu skaiCius (1, 2, 3, 4, 5 ir 6) atsivers
lygiai po n karty (ivykis A).

Tai puikus klasikinio tikimybés apibréZimo taikymo pavyzdys. Vienodai galimuy
baiggiu i§ viso yra 6°*. Kadangi palankiu nagrinéjamam ivykiui baig&iu skai¢ius lygus

6n)! G @n)!  Gm)! @) (6n)
n\(5n)! nl@dn)! n'Gn)! n!2n)! nln)! ()6’

n n n n no_
C6n ’ CSn ’ C4n ’ C3n ’ C2n -

tai jo tikimybe yra
(6n)!

Kita vertus, ir su loSimo kauliuko metimo ivykiu tikimybiy skai¢iavimu ne iS karto
viskas buvo aisku.

Pavyzdziui, vienas i$ loSimo kauliuko paradoksu [4] yra toks. Kai metami du vieno-
di taisyklingi kauliukai, tai abieju kauliuky atsivertusiy akuc€iy sumos 9 ir 10 gaunamos
dviem biidais 9=3+6=44+51ir 10=4 46 =5 + 5, tatiau sumos 9 pasirodymo
tikimybé yra didesné, negu 10 pasirodymo: % > :_6 Kai metami trys kauliukai, tai
sumos 9 ir 10 gaunamos $eSiais budais 9=14+2+6=14+3+5=14+4+4=
243+4=2424+5=34+34+3ir10=143+6=24+34+5=34+3+4=14+445=
24444 =2+2+46, taciau dabar jau 10 pasirodymo tikimybé yra didesné: % < %.
Dabartiniais laikais §is pastebéjimas néra joks paradoksas — uztenka pritaikyti klasikini
tikimybés apibrézima (pries tai idémiai suskaiCiavus, kiek yra i$ viso vienodai galimuy
baigciy ir kiek yra palankiu nagriné¢jamiems ivykiams).
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Norédami pademonstruoti salyging ivykio tikimybe, nepriklausomus ir priklauso-
mus ivykius, paprastai nagrin¢jame dvieju skirtingy spalvy loSimo kauliuky (pavyz-
dZiui, balto ir juodo) metima, turinti 36 vienodai galimas baigtis.

Tegu A yra ivykis, kad baltasis kauliukas atsivers SeSiomis akutémis, o B — kad
juodasis atsivers penkiomis arba éeéiomis akutémis. Tuomet P(A) = 266 = 1 , P(B)=

%é = %, oP(ANB)= %= 1L = 6 § = P(A)- P(B).Taigi Air B yra neprlklausoml
ivykiai.

Norint pailiustruoti jvykio salygine tikimybe ir tikimybiu daugybos formulg pri-
klausomiems ivykiams, baltojo ir juodojo kauliuko metime galima nagrinéti ivyki C,
kad atsivertusiy akuciu suma lygi 5 ir D kad juodasis kauliukas atsiverté lyginiu
akuciy skalcluml Tuomet P(C) = _6 = P(C ND)= %6 = 18’ salyginé tikimybé
P(D|C) = 4 = 2 ir P(CND)= 18 = 9 2 =P(C)- P(D|C).

Atkreipkime démesi, kad pastarasias savokas galima pademonstruoti ir vieno
kauliuko metimo jvykiais. Tegu A = {w; w; w3}, B = {wy; w3; wa; ws}. Tuomet
AN B = {wy; w3). Apskaitiuokime $iu ivykiu tikimybes: P(A) = %, P(B) = 3,
P(ANB) = % = % . % = P(A) - P(B). Vadinasi, ivykiai A ir B yra nepriklausomi.
Taciau to paties bandymo ivykiai C = {wj; w3; wa} ir D = {w3; wy4; w5} yra priklauso-
mi, nes P(CND)=1=1.2=P(C)- P(D|C). Cia P(D|C) yra salyginé tikimybé
ivykti D, kai Zinoma, jog C ivykes. Ivykio C ivykimas Siuo atveju laikomas tam
tikros papildomos informacijos suteikimu skaiciuojant ivykio D tikimybe (ivykio D
,besalygine” tikimybé yra %).

Atsitiktinis dydis yra funkcija, apibrézta baigciu aibéje. LoSimo kauliuko vieno
metimo baigciy aibés elementams lengva priskirti jvairias realiasias reikSmes ir tuo
paciu sukonstruoti ivairius atsitiktinius dydZius, susietus su loSimo kauliuko metimu.
Paprasciausia tokia funkcija, zinoma, yra f(w;) =i, i = 1,2,...6, baigtims priski-
rianti skaiCius ant atsivertusios kauliuko sienelés.

Jeigu loSimo kauliuka mesime n karty, tai turésime patogia nepriklausomy ban-
dymu (Bernulio bandymu) seka. Stebédami kuri nors ivyki (pavyzdziui, SeSiukes at-
sivertima), galime ivesti binomini atsitiktini dydj.

Taigi, losSimo kauliuko metimai iki Siol yra neiSsemiama pavyzdziy ir iliustraciju
aibé. Jais galima pademonstruoti tikimybiu teorijos savokas, ivairius tikimybiuy teori-
jos teiginius, sukonstruoti daugybe uzdaviniy ivairiomis tikimybiy teorijos temomis.
Vadinasi, dar ne laikas atsisakyti Sios puikios tikimybinés priemonés.
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SUMMARY

E. Stankus. Dice and probabilities

From the very birth of probability theory, the dice is one of the main means used to demonstrate the
concepts of probability theory. In this article the illustration of various concepts of probability theory by
experiments of rolling the dice is being investigated.
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