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Santrauka. Sitiloma dichotominiy diagnostiniy operatoriy kaip universalios testavimo priemonés kiirimo
technologija pagal esamus empirinius duomenis. Vienintelis reikalavimas diagnostiniam operatoriui —
tai turi bti nemaZzéjancioji funkcija. Pagal siiloma metodika skaiciuojamas testo rezultato tikimybinis
skirstinys ir testo teikiamos informacijos kiekis.
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Ivadas

Diagnostiniai uzdaviniai atsiranda daugelyje mokslo sri¢iy. Viena i$ ju sprendimo
priemoniy — testus nagrinéja klasikiné testy teorija ir véliau susiformavusi uz-
duoties sprendimo teorija (IRT — Item Response Theory). Sios teorijos atsirado, visu
pirma, kaip matematiniai instrumentai Zinioms bei psichologinéms Zmogaus savybéms
matuoti. Tokiy matavimu specifika — matuojamas objektas yra latentinis, t.y. tiesiogiai
nestebimas dydis, todél matavimo priemonés taip pat yra netiesioginés — tai specialiai
sudaryti testai arba klausimynai.

Klasikinéje testy teorijoje diagnostiniai operatoriai (testo klausimai) turi biti
parinkti taip, kad stebimas latentinis kintamasis ir surinkty testo baly skaiCius turéty
normaluyji skirstini [1]. Tai gali bati pasiekta tik esant labai dideliam testuojamuju
skaiCiui konstruojant standartizuotus testus. IRT buvo atsisakyta latentinio kintamojo
normaliojo pasiskirstymo, taciau reikalaujama specialaus pavidalo (logistiniy) diag-
nostiniy operatoriy [6].

Sitlomame modelyje atsisakyta apribojimu matuojamo dydZzio skirstiniui ir diag-
nostinio operatoriaus formai. Esminis reikalavimas diagnostiniam operatoriui — tai turi
biiti nemazéjancioji funkcija.

1. Diagnostinis operatorius

Tarkime, kad A yra tyrimo objekty (dalyking) aibé, kurioje apibréZtas tvarkos sarySis
<: (Va,b,c e A)

1)a <b & b < a = a = b (antisimetriSkumas);

2)a <b & b < ¢ = a < ¢ (tranzityvumas).

APIBREZIMAL. Funkcija p: A — [0, 1] C R, p # const vadinsime tyrimo objekto
diagnozuojamuoju poZymiu, jei a < b = p(a) < p(b).
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Dvejeta (A, <) vadinsime empirine sistema, o trejeta (A, <, p) — tyriniy sistema,
t.y. tyrimui paruosty objekty aibe.

Funkcijos p reikSmés p(a) nustatymas metrologijoje vadinamas matavimu ir
grindZiamas fizikiniais matavimo vienetais. Psichologijoje, medicinoje, sociologi-
joje ir kituose moksluose daznai apsiribojama tik tam tikrais salyginiais vienetais.
Pavyzdziui, nustatoma kraujo apytakos nepakankamumo I, I arba III stadija; Zemes
drebéjimu intensyvumas vertinamas seisminés skalés balais; mineraly kietumas nus-
tatomas Moso (Mohs) skale: 1 — talkas, 10 — deimantas; nespalvinty (naftos) produkty
skaitiniam ivertinimui taikoma sutartiné spalvu skalé (colour scale for undyed pro-
ducts) nuo 0 iki 500 (maksimalus tamsumas).

Pastaba. Matavimuy teorijoje [5] apibréziama ranginé skalé reikalauty, kad sarysis
< bity pilnasis, o funkcija p — didéjancioji. Taigi mes formuluojame silpnesnius
reikalavimus tyriniy sistemai: < yra dalinés tvarkos sarySis, o funkcija p — ne-
mazéjancioji.

Parodykime, kad pasialytas modelis leidzia apibudinti, pavyzdziui, inZinerinio ob-
jekto technine biisenq. Pazymékime aibes [8]: T — tvarkinga techniné biisena (atitinka
visus specifikacijos reikalavimus), N — netvarkinga biisena (bent viena charakteristika
neatitinka specifikacijos), D — darbingumas (veikumas — objektas gali atlikti funkcijas,
taciau nepagrindinés charakteristikos gali neatitikti reikalavimu), G — nedarbingumas
(neveikumas, gedimas — blisena, kai objektas negali atlikti bent vienos funkcijos). Pa-
rodykime Sias aibes diagramoje 1 pav.

Matome, kad G = N\ D, T = D\ N. Funkcija p galima apibréZti ivairiais budais.
Pavyzdziui galima sukonstruoti laipting funkcija: pasirinkti skaiCius 0 <a <b <c <
d < 1 ir priskirti reikSmes: p(x) = #, kai x € G, p(x) = %, kaix e NN D
ir p(x) = #, kai x € T. Taciau, galime, pavyzdZiui, iSsamiau nagrinéti aib¢ G ir
suskaidyti ja i taisomyjy ir netaisomyjy objekty aibes.

Tarkime, kad D : (A, <, p) — {0, 1} yra diskretusis atsitiktinis dydis: P{D =0} =
1 —kp(p). P{D = 1} =kp(p).

APIBREZIMAS. Nemazéjanciaja funkcija kp(p) : [0, 1] — [0, 1] vadinsime tyriniy
sistemos (A, <, p) diagnostiniu operatoriumi. Diagnostinis operatorius yra tikimybe,
kad i testo klausima bus atsakyta teisingai (arba faip), nagrinéjama kaip latentinio kin-
tamojo p funkcija.

APIBREZIMAS. Diagnostiniu operatoriu rinkini 7 = {Dy, D5, ..., D,} vadinsime
diagnostiniu testu.

1 pav. Diagnostinio operatoriaus konstravimas.
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Funkcijos kp(p) monotoniskumas atitinka validumo reikalavima diagnostiniam
operatoriui [1]. Validumas reiSkia savybe matuoti (vertinti) biitent tai, kas numatyta.

Diagnostikos uzdavinys, t.y. reikSmeés p(a) nustatymas i$ aibés 7T (a) yra dalykinio
tyrimo objektas ir Siame darbe nenagrinéjamas. Misu tikslas — istirti, kiek informacijos
apie funkcija p teikia indeksas — surinkty testo baly skaiCius (arba jo vidurkis):

S(a)=) _Dj(a). s@)= % S(a), ae A

j=1
ISnagrinékime ribinius diagnostiniy operatoriy atvejus: laiptelio ir tiesinés funkcijos.

Absoliuciai tikslios diagnostikos modelis. Tarkime, kad aibé A suskaidyta i nesi-
kertancius blokus A= U'}=1 Aj, AiNAj =@ ir p yralaiptin¢ funkcija p(a) = p;,
kaia € Aj, p1 < p, <... < pu.Jei egzistuoja tokie diagnostiniai operatoriai k; (p) =

0, p<p s

I, p=>pj,
toriai (2 pav.). Indekso reikSme s(a) = ﬁ, kai a € A; ir esant reikSméms p; = ﬁ,
gausime s(a) = p(a).

Absoliuciai blogos diagnostikos modelis. Tarkime, kad diagnostiniai operatoriai
ks(p), < 1 yratiesinés funkcijos: ks(p) = 26p + % —§. Jei operatoriai D; yra nepri-

tai Sie operatoriai yra absoliuciai tikslas aibés A elementy A ; indika-

klausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai, tai s(a) = 26p + % — §. Taigi, kai
8 — 0, gauname s (a) ~ 0, 5, nepriklausomai nuo a € A (2 pav.)

Tarp Siu dvieju ribiniy atveju galima sukonstruoti ivairiu formy diagnostinius ope-
ratorius. Tam tikslui naudojami empiriniu biidu surinkti testavimo duomenys.

2. Diagnostinio operatoriaus savybés

APIBREZIMAS. Diagnostinio operatoriaus kp(p) skiriamaja geba intervale (o, )
C [0, 1] vadinamas dydis

d kp)= lim &k — lim k .
@p) (kD) s p(p) ,dm p(p)
Taigi idealaus operatoriaus k;(p) skiriamoji geba taSko p; aplinkoje lygi 1, opera-
toriaus ks(p) skiriamoji geba bet kokiame intervale (a, ) C [0, 1] yra dy,g)(ks) =
26(B —a)— 0,kai 6 — 0.

4 k(p) A k(p)

0.5

2 pav. Absoliuciai tikslios ir absoliuciai blogos diagnostikos modeliai.
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Kita diagnostinio operatoriaus (testo klausimo) charakteristika — jo sunkumas.
Pavyzdziui, klausimas, ar universitete dirba Nobelio premijos laureatas yra sunkus:
tikimybeé, kad 1 ji bus atsakyta teigiamai yra labai maza, jei tik universiteto reitingas
néra labai aukstas.

APIBREZIMAS. Diagnostiniy operatoriy aibéje D apibréZkime sunkuma apibudi-
nantj sarysi <: jei Vp € [0, 1] k1 (p) < ka(p), raSome D| < D, (arba ki < k;). Tokiu
atveju sakysime, kad klausimas Dy yra sunkesnis uz D;.

Pastebékime, kad sarySis < néra visiSkasis (pilnasis). Pavyzdziui, 3 pav. pavaizduo-
toms funkcijoms negalioja nei k; < kp, nei ky < k.

Jei turime keliu sunkumo tipu diagnostinius operatorius Dy, D», ..., Dy, tokius,
kad VD; € D;, VD; € D; (i < j) D; < Dj, tai testy rinkiniy aibéje irgi galime
apibrézti daling tvarka:

T'={D|,...,D}} <T?=D},..., D3}.

Tarkime, kad n = k = 3, t.y. testa sudaro 3 diagnostiniai operatoriai, kuriy kiekvienas
gali buti triju sunkumo tipy. Jei visi operatoriai yra D; tipo, pazymékime testa
(3,0,0), kai visi trys operatoriai i$ skirtingu tipu Dy, D>, D3 — (1,1, 1) ir t.t. Testo
(3,0,0) sunkumas yra didziausias, o testo (0,0,3) — maZiausias. 4 pav. parodyta
desimties testu 7 = {(3,0,0), (2,1,0), ..., (0,0, 3)} sunkumo hierarchija. Pastebéje,
kad tvarkos sarysis yra tranzityvusis, paveiksle neparodéme savaime egzistuojanciu
rysiu, pavyzdziui, (3,0,0) < (2,0, 1).

3. Skaitiniai eksperimentai

Tarkime, kad yra Zinoma latentinio dydZio p tikimybinio tankio funkcija f(p), p €
[0, 1]. Sakykime, kad testa sudaro n klausimy. Nagrinésime atsitiktinio dydzio S(p) =
ns(p) — surinkty testo baly skaiciaus skirstini: P{S = j} = p;, j = 0,n. Jei testas
sudarytas i$ n nepriklausomy dichotominiy diagnostiniuy operatoriu k1 (p), k2 (p), . . .,

ki(p)

ka(p)

0 1

3 pav. Diagnostiniy operatoriy palyginimas. 4 pav. Testy sunkumo hierarchija.
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1 lentelé. Teisingy atsakymu i 10 testo klausimy skirstinys ir testo teikiamos informacijos kiekis (I)
100 testuojamuyjy grupei silpnai B(2; 5), vidutinio stiprumo B(S; 5) ir stipriai B(S; 2)
populiacijoms

Populiacija I Teisingy atsakymy skirstinys
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

B(2;5) 0,88 22 19 15 12 9 7 6 4 3 2 1
B(5;5) 0,96 2 4 7 9 11 13 13 14 12 10 5
B(5;2) 0,76 0 1 1 2 3 5 7 10 15 23 33

k,(p), tai bendrasis testo balas S = S(p) turi apibendrintaji binomini skirstini [4],
kurio generuojancioji funkcija lygi:

W(p,x)=ES* =] =kj(p) +k;(p)x) =to(p) + 11 (p)x + -+ + ta(p)x".
j=0

Gautame daugianaryje esantys koeficientai prie skirtingu x laipsniu yra lygas atitin-
kamoms salyginéms tikimybems #;(p) = P(S = j|p), j = 0,n. Bendrojo testo balo
skaiCiaus § skirstinys visoje populiacijoje gaunamas integruojant tikimybes #; (p):

1

mszzﬂzfmwﬁwmn j=om.
0

Testuodami aibe Ac Atestu T = {D1, D,, ..., Dy}, gauname testo teikiamos

n
(aposteriorinés) informacijos kieki [7]: I (ky, ka, ... ky; f)=— D pjlnp;.
j=1

Autoriy straipsniuose [2,3] aprasyti skaitiniai eksperimentai, nagringjant atkar-
pomis tiesines funkcijas f(p) ir k;(p) ir galiojant atsitiktiniu dydziu D; nepri-
klausomumo reikalavimui. Esant silpnai, vidutinio stiprumo bei stipriai populiaci-
joms parodyta, kaip galima i$ esamo diagnostiniy operatoriy (testo klausimu) banko
parinkti toki diagnostiniy operatoriu rinkini, kad testo teikiamos informacijos kiekis
I(ky,ky, ..., k,; f) bity didZiausias.

Visual C++ terpéje sukurta programa, kuri leidzia skaiCiuoti bendrojo testo balo
skirstini ir testo informacijos kieki esant 4 skirtingiem latentinio kintamojo skirs-
tiniy tipams ir 6 diagnostiniy operatoriy klaséms. Cia pateiksime skaiciavimo ekspe-
rimenty rezultatus, kai diagnostinius operatorius modeluojame priklausoma nuo vieno

parametro a > 0 funkcija k(p; a) = arccot(lill(—lilg%). Populiacija aprasoma Beta skirs-
tiniu, testa sudaré 10 vidutinio sunkumo klausimu. Parametro a reikSmés buvo parink-

tos taip: 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9; 1; 1,5; 2. Rezultatai pateikti 1 lenteléje.

Pastaba. Lenteléje pateiktas testo teikiamos informacijos kiekis procentais nuo
maksimalios reikSmés.
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Matome, kad Sis testas tinkamiausis vidutinio stiprumo populacijai. Testo infor-
matyvumas Zenkliai maZéja, kai jis pateikiamas stipriai populiacijai.

4. ISvados

Sitlloma testy kiirimo technologija leidzia kiekvienai tiriamuju grupei parinkti individ-
ualius diagnostinius operatorius ir jvertinti gaunamos informacijos kieki apie tiriamuju
stebima savybe. Si metodika nereikalauja dirbtiniy apribojimy tiriamo latentinio dy-
dZio skirstiniui ir diagnostiniy operatoriu pavidalui. Diagnostiniai operatoriai gali biiti
labai jvairaus pavidalo funkcijos ir tai esminis miisy metodikos skirtumas palyginti,
pavyzdziui, su IRT metodais. Vienintelis reikalavimas diagnostiniam operatoriui — tai
turi biti nemazéjancioji funkcija, igyjanti reikSmes intervale [0, 1]. Pasitlyta metodika
leidZia konstruoti orientuotus i populiacijos ypatumus diagnostinius testus. Siems tik-
slams pasiekti reikia realizuoti skaitinius algoritmus diagnostiniy operatoriy parame-
trams bei tiriamojo latentinio dydzio p skirstiniui nustatyti.
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SUMMARY

N. Kosareva, A. Krylovas. A research of mathematical model for diagnostical tests

The technology of creation dichotomous diagnostic operators as general testing tool using the empirical
data is proposed. The only requirement to diagnostic operator — it must be nondecreasing function. Proba-
bility distribution of test result and test information are calculated according to the proposed technique.
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