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Santrauka. Siūloma dichotomini ↪u diagnostini ↪u operatori ↪u kaip universalios testavimo priemonės kūrimo
technologija pagal esamus empirinius duomenis. Vienintelis reikalavimas diagnostiniam operatoriui –
tai turi būti nemažėjančioji funkcija. Pagal siūlom ↪a metodik ↪a skaičiuojamas testo rezultato tikimybinis
skirstinys ir testo teikiamos informacijos kiekis.

Raktiniai žodžiai: užduoties sprendimo teorija, diagnostinis operatorius, matematinis modeliavimas.

↪
Ivadas

Diagnostiniai uždaviniai atsiranda daugelyje mokslo sriči ↪u. Vien ↪a iš j ↪u sprendimo
priemoni ↪u – testus nagrinėja klasikinė test ↪u teorija ir vėliau susiformavusi už-
duoties sprendimo teorija (IRT – Item Response Theory). Šios teorijos atsirado, vis ↪u
pirma, kaip matematiniai instrumentai žinioms bei psichologinėms žmogaus savybėms
matuoti. Toki

↪
u matavim

↪
u specifika – matuojamas objektas yra latentinis, t.y. tiesiogiai

nestebimas dydis, todėl matavimo priemonės taip pat yra netiesioginės – tai specialiai
sudaryti testai arba klausimynai.

Klasikinėje test
↪

u teorijoje diagnostiniai operatoriai (testo klausimai) turi būti
parinkti taip, kad stebimas latentinis kintamasis ir surinkt

↪
u testo bal

↪
u skaičius turėt

↪
u

normal
↪

uj
↪
i skirstin

↪
i [1]. Tai gali būti pasiekta tik esant labai dideliam testuojam

↪
uj

↪
u

skaičiui konstruojant standartizuotus testus. IRT buvo atsisakyta latentinio kintamojo
normaliojo pasiskirstymo, tačiau reikalaujama specialaus pavidalo (logistini

↪
u) diag-

nostini
↪

u operatori
↪

u [6].
Siūlomame modelyje atsisakyta apribojim

↪
u matuojamo dydžio skirstiniui ir diag-

nostinio operatoriaus formai. Esminis reikalavimas diagnostiniam operatoriui – tai turi
būti nemažėjančioji funkcija.

1. Diagnostinis operatorius

Tarkime, kad A yra tyrimo objekt
↪

u (dalykinė) aibė, kurioje apibrėžtas tvarkos s
↪
aryšis

≺: (∀a,b, c ∈ A)

1) a ≺ b & b ≺ a ⇒ a = b (antisimetriškumas);
2) a ≺ b & b ≺ c ⇒ a ≺ c (tranzityvumas).

APIBRĖŽIMAI. Funkcij
↪

a p : A→ [0,1] ⊂R, p �= const vadinsime tyrimo objekto
diagnozuojamuoju požymiu, jei a ≺ b ⇒ p(a) � p(b).
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Dvejet
↪

a (A,≺) vadinsime empirine sistema, o trejet
↪

a (A,≺,p) – tyrini
↪

u sistema,
t.y. tyrimui paruošt ↪u objekt ↪u aib

↪
e.

Funkcijos p reikšmės p(a) nustatymas metrologijoje vadinamas matavimu ir
grindžiamas fizikiniais matavimo vienetais. Psichologijoje, medicinoje, sociologi-
joje ir kituose moksluose dažnai apsiribojama tik tam tikrais s

↪
alyginiais vienetais.

Pavyzdžiui, nustatoma kraujo apytakos nepakankamumo I, II arba III stadija; žemės
drebėjim

↪
u intensyvumas vertinamas seisminės skalės balais; mineral

↪
u kietumas nus-

tatomas Moso (Mohs) skale: 1 – talkas, 10 – deimantas; nespalvint
↪

u (naftos) produkt
↪

u
skaitiniam

↪
ivertinimui taikoma sutartinė spalv ↪u skalė (colour scale for undyed pro-

ducts) nuo 0 iki 500 (maksimalus tamsumas).

Pastaba. Matavim
↪

u teorijoje [5] apibrėžiama ranginė skalė reikalaut
↪

u, kad s
↪
aryšis

≺ būt
↪

u pilnasis, o funkcija p – didėjančioji. Taigi mes formuluojame silpnesnius
reikalavimus tyrini

↪
u sistemai: ≺ yra dalinės tvarkos s

↪
aryšis, o funkcija p – ne-

mažėjančioji.
Parodykime, kad pasiūlytas modelis leidžia apibūdinti, pavyzdžiui, inžinerinio ob-

jekto technin
↪
e būsen

↪
a. Pažymėkime aibes [8]: T – tvarkinga techninė būsena (atitinka

visus specifikacijos reikalavimus), N – netvarkinga būsena (bent viena charakteristika
neatitinka specifikacijos), D – darbingumas (veikumas – objektas gali atlikti funkcijas,
tačiau nepagrindinės charakteristikos gali neatitikti reikalavim ↪u), G – nedarbingumas
(neveikumas, gedimas – būsena, kai objektas negali atlikti bent vienos funkcijos). Pa-
rodykime šias aibes diagramoje 1 pav.

Matome, kad G = N \ D, T = D \ N . Funkcij
↪

a p galima apibrėžti
↪
ivairiais būdais.

Pavyzdžiui galima sukonstruoti laiptin
↪
e funkcij

↪
a: pasirinkti skaičius 0 � a < b < c <

d � 1 ir priskirti reikšmes: p(x) = a+b
2 , kai x ∈ G, p(x) = b+c

2 , kai x ∈ N ∩ D

ir p(x) = c+d
2 , kai x ∈ T . Tačiau, galime, pavyzdžiui, išsamiau nagrinėti aib

↪
e G ir

suskaidyti j
↪

a
↪
i taisom

↪
uj

↪
u ir netaisom

↪
uj

↪
u objekt

↪
u aibes.

Tarkime, kad D : (A,≺,p) → {0,1} yra diskretusis atsitiktinis dydis: P{D = 0} =
1 − kD(p), P{D = 1} = kD(p).

APIBRĖŽIMAS. Nemažėjanči
↪

aj
↪

a funkcij
↪
a kD(p) : [0,1] → [0,1] vadinsime tyrini

↪
u

sistemos (A,≺,p) diagnostiniu operatoriumi. Diagnostinis operatorius yra tikimybė,
kad

↪
i testo klausim

↪
a bus atsakyta teisingai (arba taip), nagrinėjama kaip latentinio kin-

tamojo p funkcija.

APIBRĖŽIMAS. Diagnostini ↪u operatori ↪u rinkin
↪
i T = {D1,D2, . . . ,Dn} vadinsime

diagnostiniu testu.

1 pav. Diagnostinio operatoriaus konstravimas.
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Funkcijos kD(p) monotoniškumas atitinka validumo reikalavim
↪

a diagnostiniam
operatoriui [1]. Validumas reiškia savyb

↪
e matuoti (vertinti) būtent tai, kas numatyta.

Diagnostikos uždavinys, t.y. reikšmės p(a) nustatymas iš aibės T (a) yra dalykinio
tyrimo objektas ir šiame darbe nenagrinėjamas. Mūs

↪
u tikslas – ištirti, kiek informacijos

apie funkcij
↪
a p teikia indeksas – surinkt

↪
u testo bal

↪
u skaičius (arba jo vidurkis):

S(a) =
n∑

j=1

Dj(a), s(a) = 1
n

S(a), a ∈ A.

Išnagrinėkime ribinius diagnostini
↪

u operatori
↪

u atvejus: laiptelio ir tiesinės funkcijos.

Absoliučiai tikslios diagnostikos modelis. Tarkime, kad aibė A suskaidyta
↪
i nesi-

kertančius blokus A = ⋃n
j=1 Aj , Ai ∩ Aj = ∅ ir p yra laiptinė funkcija p(a) = pj ,

kai a ∈ Aj , p1 < p2 < . . . < pn. Jei egzistuoja tokie diagnostiniai operatoriai kj (p) ={
0, p < pj ,
1, p � pj , tai šie operatoriai yra absoliučiai tikslūs aibės A element

↪
u Aj indika-

toriai (2 pav.). Indekso reikšmė s(a) = j
n

, kai a ∈ Aj ir esant reikšmėms pj = j
n

,
gausime s(a) = p(a).

Absoliučiai blogos diagnostikos modelis. Tarkime, kad diagnostiniai operatoriai
kδ(p), δ 	 1 yra tiesinės funkcijos: kδ(p) = 2δp+ 1

2 − δ. Jei operatoriai Dj yra nepri-
klausomi vienodai pasiskirst

↪
e atsitiktiniai dydžiai, tai s(a) = 2δp + 1

2 − δ. Taigi, kai
δ → 0, gauname s(a) ≈ 0,5, nepriklausomai nuo a ∈A (2 pav.)

Tarp ši
↪

u dviej
↪

u ribini
↪

u atvej
↪

u galima sukonstruoti
↪
ivairi

↪
u form

↪
u diagnostinius ope-

ratorius. Tam tikslui naudojami empiriniu būdu surinkti testavimo duomenys.

2. Diagnostinio operatoriaus savybės

APIBRĖŽIMAS. Diagnostinio operatoriaus kD(p) skiriam
↪

aja geba intervale (α,β)

⊂ [0,1] vadinamas dydis

d(α,β)(kD) = lim
p→β+0

kD(p) − lim
p→α−0

kD(p).

Taigi idealaus operatoriaus kj (p) skiriamoji geba taško pj aplinkoje lygi 1, opera-
toriaus kδ(p) skiriamoji geba bet kokiame intervale (α,β) ⊂ [0,1] yra d(α,β)(kδ) =
2δ(β − α) → 0, kai δ → 0.

2 pav. Absoliučiai tikslios ir absoliučiai blogos diagnostikos modeliai.
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Kita diagnostinio operatoriaus (testo klausimo) charakteristika – jo sunkumas.
Pavyzdžiui, klausimas, ar universitete dirba Nobelio premijos laureatas yra sunkus:
tikimybė, kad

↪
i j

↪
i bus atsakyta teigiamai yra labai maža, jei tik universiteto reitingas

nėra labai aukštas.

APIBRĖŽIMAS. Diagnostini
↪

u operatori
↪

u aibėje D apibrėžkime sunkum
↪
a apibūdi-

nant
↪
i s ↪aryš

↪
i ≺: jei ∀p ∈ [0,1] k1(p) � k2(p), rašome D1 ≺ D2 (arba k1 ≺ k2). Tokiu

atveju sakysime, kad klausimas D1 yra sunkesnis už D2.
Pastebėkime, kad s

↪
aryšis ≺ nėra visiškasis (pilnasis). Pavyzdžiui, 3 pav. pavaizduo-

toms funkcijoms negalioja nei k1 ≺ k2, nei k2 ≺ k1.
Jei turime keli

↪
u sunkumo tip

↪
u diagnostinius operatorius D1, D2, . . . ,Dk , tokius,

kad ∀Di ∈ Di , ∀Dj ∈ Dj (i < j) Di ≺ Dj , tai test
↪

u rinkini
↪

u aibėje irgi galime
apibrėžti dalin

↪
e tvark ↪a:

T 1 = {
D1

1, . . . ,D
1
n

} ≺ T 2 = {
D2

1, . . . ,D
2
n

}
.

Tarkime, kad n = k = 3, t.y. test
↪

a sudaro 3 diagnostiniai operatoriai, kuri
↪

u kiekvienas
gali būti trij

↪
u sunkumo tip

↪
u. Jei visi operatoriai yra D1 tipo, pažymėkime test

↪
a

(3,0,0), kai visi trys operatoriai iš skirting ↪u tip ↪u D1, D2, D3 – (1,1,1) ir t.t. Testo
(3,0,0) sunkumas yra didžiausias, o testo (0,0,3) – mažiausias. 4 pav. parodyta
dešimties test

↪
u T = {(3,0,0), (2,1,0), . . . , (0,0,3)} sunkumo hierarchija. Pastebėj

↪
e,

kad tvarkos s ↪aryšis yra tranzityvusis, paveiksle neparodėme savaime egzistuojanči ↪u
ryši

↪
u, pavyzdžiui, (3,0,0) ≺ (2,0,1).

3. Skaitiniai eksperimentai

Tarkime, kad yra žinoma latentinio dydžio p tikimybinio tankio funkcija f (p),p ∈
[0,1]. Sakykime, kad test

↪
a sudaro n klausim

↪
u. Nagrinėsime atsitiktinio dydžio S(p) =

ns(p) – surinkt
↪

u testo bal
↪

u skaičiaus skirstin
↪
i: P{S = j } = pj , j = 0,n. Jei testas

sudarytas iš n nepriklausom
↪

u dichotomini
↪

u diagnostini
↪

u operatori
↪

u k1(p),k2(p), . . . ,

3 pav. Diagnostini ↪u operatori ↪u palyginimas. 4 pav. Test ↪u sunkumo hierarchija.
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1 lentelė. Teising ↪u atsakym ↪u ↪
i 10 testo klausim ↪u skirstinys ir testo teikiamos informacijos kiekis (I)

100 testuojam ↪uj ↪u grupei silpnai B(2; 5), vidutinio stiprumo B(5; 5) ir stipriai B(5; 2)

populiacijoms

Populiacija I Teising ↪u atsakym ↪u skirstinys

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

B(2; 5) 0,88 22 19 15 12 9 7 6 4 3 2 1
B(5; 5) 0,96 2 4 7 9 11 13 13 14 12 10 5
B(5; 2) 0,76 0 1 1 2 3 5 7 10 15 23 33

kn(p), tai bendrasis testo balas S = S(p) turi apibendrint ↪aj
↪
i binomin

↪
i skirstin

↪
i [4],

kurio generuojančioji funkcija lygi:

�(p,x) = ESx =
n∏

j=0

(1 − kj (p) + kj (p)x) = t0(p) + t1(p)x + · · · + tn(p)xn.

Gautame daugianaryje esantys koeficientai prie skirting
↪

u x laipsni
↪

u yra lygūs atitin-
kamoms s

↪
alyginėms tikimybėms tj (p) = P (S = j |p),j = 0,n. Bendrojo testo balo

skaičiaus S skirstinys visoje populiacijoje gaunamas integruojant tikimybes tj (p):

pj = P (S = j) =
1∫

0

tj (p)f (p)dp, j = 0,n.

Testuodami aib
↪
e Ã ⊂ A testu T = {D1,D2, . . . ,Dn}, gauname testo teikiamos

(aposteriorinės) informacijos kiek
↪
i [7]: I (k1, k2, . . . , kn;f ) = −

n∑
j=1

pj lnpj .

Autori
↪

u straipsniuose [2,3] aprašyti skaitiniai eksperimentai, nagrinėjant atkar-
pomis tiesines funkcijas f (p) ir kj (p) ir galiojant atsitiktini

↪
u dydži

↪
u Dj nepri-

klausomumo reikalavimui. Esant silpnai, vidutinio stiprumo bei stipriai populiaci-
joms parodyta, kaip galima iš esamo diagnostini

↪
u operatori

↪
u (testo klausim

↪
u) banko

parinkti tok
↪
i diagnostini

↪
u operatori

↪
u rinkin

↪
i, kad testo teikiamos informacijos kiekis

I (k1, k2, . . . , kn;f ) būt ↪u didžiausias.
Visual C++ terpėje sukurta programa, kuri leidžia skaičiuoti bendrojo testo balo

skirstin
↪
i ir testo informacijos kiek

↪
i esant 4 skirtingiem latentinio kintamojo skirs-

tini
↪

u tipams ir 6 diagnostini
↪

u operatori
↪

u klasėms. Čia pateiksime skaičiavimo ekspe-
riment

↪
u rezultatus, kai diagnostinius operatorius modeluojame priklausoma nuo vieno

parametro a � 0 funkcija k(p;a) = arccot( a ln(p)
ln(1−p)

). Populiacija aprašoma Beta skirs-
tiniu, test

↪
a sudarė 10 vidutinio sunkumo klausim

↪
u. Parametro a reikšmės buvo parink-

tos taip: 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9; 1; 1,5; 2. Rezultatai pateikti 1 lentelėje.

Pastaba. Lentelėje pateiktas testo teikiamos informacijos kiekis procentais nuo
maksimalios reikšmės.
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Matome, kad šis testas tinkamiausis vidutinio stiprumo populacijai. Testo infor-
matyvumas ženkliai mažėja, kai jis pateikiamas stipriai populiacijai.

4. Išvados

Siūloma test
↪

u kūrimo technologija leidžia kiekvienai tiriam
↪

uj
↪

u grupei parinkti individ-
ualius diagnostinius operatorius ir

↪
ivertinti gaunamos informacijos kiek

↪
i apie tiriam

↪
uj

↪
u

stebim
↪

a savyb
↪
e. Ši metodika nereikalauja dirbtini

↪
u apribojim

↪
u tiriamo latentinio dy-

džio skirstiniui ir diagnostini ↪u operatori ↪u pavidalui. Diagnostiniai operatoriai gali būti
labai

↪
ivairaus pavidalo funkcijos ir tai esminis mūs

↪
u metodikos skirtumas palyginti,

pavyzdžiui, su IRT metodais. Vienintelis reikalavimas diagnostiniam operatoriui – tai
turi būti nemažėjančioji funkcija,

↪
igyjanti reikšmes intervale [0, 1]. Pasiūlyta metodika

leidžia konstruoti orientuotus
↪
i populiacijos ypatumus diagnostinius testus. Šiems tik-

slams pasiekti reikia realizuoti skaitinius algoritmus diagnostini ↪u operatori ↪u parame-
trams bei tiriamojo latentinio dydžio p skirstiniui nustatyti.
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SUMMARY

N. Kosareva, A. Krylovas. A research of mathematical model for diagnostical tests

The technology of creation dichotomous diagnostic operators as general testing tool using the empirical
data is proposed. The only requirement to diagnostic operator – it must be nondecreasing function. Proba-
bility distribution of test result and test information are calculated according to the proposed technique.

Keywords: item response theory, diagnostic operators, mathematical modelling.


