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Santrauka. Straipsnyje nagriné¢jama neparametrinio daugiamacio pasiskirstymo tankio ivertinimo prob-
lema. Tiriamas J.H. Friedman pasitlytas pasiskirstymo tankio jvertinys pagristas tikslinio projektavimo
algoritmu. Sis algoritmas taikytinas, kai duomeny dimensija yra didelé, o tankis turi daugiamodaline
struktiira. Pasiskirstymo tankio jvertinys pagristas tiksliniu projektavimo yra sudétinis algoritmas, kuris
naudoja kitas statistines procediiras: projektavimo indeksa, vienamaciy pasiskirstymo tankio projekciju
ivertini. J.H. Friedman sitlé naudoti projekcini tankio ivertini LeZandro polinomy bazéje vienamaciy
duomeny projekcijy tankiams vertinti, bei projektavimo indeksa pagrista tankio iSraiSka LeZandro poli-
nomy bazeéje. Straipsnio autorius bando keisti originaliai pasitilytas procediras, klasikinémis statistinémis
procediromis. Bandoma naudoti branduolinj pasiskirstymo tankio jvertini duomenu projekcijy tankiams
vertinti, bei projektavimo indeksa paremta Komogorovo-Smirnovo statistika. Tiriami ir palyginami modifi-
kuoto ir originalaus algoritmy tikslumai. Palyginamoji analizé atliekama kompiuterinio modeliavimo biidu.

Raktiniai ZodZiai: tikslinis projektavimas, pasiskirstymo tankio funkcija, neparametrinis vertinimas, pro-
jektavimo indeksas.

1. Ivadas

Pasiskirstymo tankis — viena i§ pagrindiniy funkciju apibiidinanciu atsitiktini dydi,
todeél suprantama, kad jo ivertinimas iSlieka svarbus tiek savaime (pvz., vizualiai
pateikiant statistinius duomenis), tiek kaip sudétiné kity algoritmu dalis. Didéjant ste-
bimo dydzio matavimui daugelis statistiniy procediiry susiduria su ,,daugiamatiSkumo
prakeikimo® problema (angl. curse of dimensionality). Sia problema lengva ilius-
truotu tokiu pavyzdziu — jei turime 10-mate vieneting sfera tolydziai uZpildyta at-
sitiktiniais taSkais, tai tam, kad apimtume 5% Sios vienetinés sferos tasku (pvz.,
konstruodami branduolini tankio ivertini), turime imti sfera kurios spindulys lygus
(0.05)1/19 = 0.74. Todél sukonstruoti branduolinis tankio ivertis negali gerai jvertinti
tankio formos 10-matéje erdvéje, jei duomenu kiekis néra milziniskas [4]. Vienas i
metody padedanciu iSvengti Sios problemos yra tikslinis projektavimas (angl. pro-
Jjection pursuit). J.H. Friedman tikslinio projektavimo idéja pirma kart pasiale [2].
Véliau $§i idéja buvo pritaikyta daugiamaciam pasiskirstymo tankiui vertinti. Detalu. jos
aprasyma rasime [1]. Nepaisant to, kad nuo metodo apra§ymo praéjo daugiau nei du
deSimtmeciai, atsiranda vis nauju darby, kuriuose taikoma tikslinio projektavimo idéja.
Siame straipsnyje tirsime originalia tankio vertinimo procediira pasialyta J.H. Fried-
man. Bandysime atlikti procediiros modifikacija, kompiuterinio modeliavimo baidu
ivertinti ju itaka metodo tikslumui.
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2. Originalus algoritmas

Trumpai apraSysime originaly pasiskirstymo tankio jvertini pagrista tiksliniu projek-
tavimu. Tai yra iteracinis algoritmas pagristas vienamaciy duomenu projekciju kiek
galima labiau besiskirian¢iu nuo Gauso skirstinio paieska ir duomenuy transformavimu
taip, kad Sios projekcijos igauty Gauso pasiskirstyma.

Tegu Z yra standartizuotas atsitiktinis dydis, t.y. dydis turintis nulini vidurki ir
vieneting kovariacing matrica. Jei misy stebimas atsitiktinis dydis X netenkina Sios
savybeés, tai Z gausime normuodami X. Pazymékime Z O = 7, tuomet Z®, k > 1
yra gaunamas po $ios procediiros. Tegu g (1), u € R yra vienamatés duomeny projek-
cijos T/ Z%*=D (kryptimi 7) pasiskirstymo tankis, o Gy tos patios duomeny projekcijos
pasiskirstymo funkcija. Tuomet

720 0y2) =2 — (V2% D)r + o7 (Gi( 24 D)), ()

Cia @ — standartiné Gauso pasiskirstymo funkcija, o T = 73 — projektavimo kryptis
pasirinkta naudojant projektavimo indeksa.

Taigi atsitiktinis vektorius Z® yra gaunamas i§ Z%*~1 taip, kad Z® projekcija
kryptimi t igauty normalyji pasiskirstyma, o projekcijos kitomis d — 1 kryptimis, or-
togonaliomis kryp&iai 7, likty nepakite. Yra jrodyta [3], kad Z®) konverguoja i stan-
dartinj normalinj atsitiktinj dydi, kai k — oo. Todél pakankamai dideliam M gauname
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tia z® = Qr(x), 0 ¢ — Gauso pasiskirstymo tankio funkcija. NeZinomus dydZius
pakeite statistiniais jverCiais gauname pasiskirstymo tankio jvertini pagrista tiksliniu
projektavimu.

2.1. Duomeny projekcijy tankio jvertinimas
[1] yra sitloma duomenu projekciju tankius g vertinti naudojant projekcinius jvercius

LeZandro polinomu bazgje. T.y.
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Cia ¥; — ortogonalds LeZandro polinomai, J — skleidinio eil¢ ([1] siloma naudoti
4<J<K8),n =20 (r,éZt(k)) — 1, Z, — atsitiktinés imties elementas.
2.2. Projektavimo krypties pasirinkimas

Projektavimo kryptys 7 turi buti parenkamos taip, kad duomeny projekcija pasirinkta
kryptimi turéty skirstini, kiek galima maziau panasu i Gauso. Siam skirstiny palygini-
mui naudojama funkcija 7 (t) vadinama projektavimo indeksu

T} = arg max T(r). 4
T
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[1] siiloma projektavimo indekso konstrukcija pagrista skleidiniu Lezandro polinomu
bazéje

~ 2j+1 2
=325 (Zwm). 5)

3. Algoritmo modifikacijos
3.1. Duomeny, projekcijy tankio jvertinimas

Vietoje originalioje procediiroje siilomo vienamaciu duomenuy projekciju pasiskirs-
tymo tankio projekcinio ivertinio LeZandro polinomu bazéje buvo bandytas taikyti
branduolinis pasiskirstymo tankio jvertis

. 1 & u—t.z®
gk(u>=E2K(+>, (6)

t=1

¢ia K — Gauso branduolio funkcija, 4 — branduolio plotis. Branduolio ploc¢io radimui
buvo naudota stabilius rezultatus duodanti formulé [7]

h=0,9min (STD,TQR/1,34)n~"/3, (7

¢ia ST D ir I QR yra projektuoty duomeny standartinio nuokrypio ir tarpkvartilinio
atstumo jverciai.

3.2. Projektavimo indekso pasirinkimas

Vietoje originalioje procediiroje sitilomo projektavimo indekso pagristo skleidiniu
Lezandro polinomu bazéje (5) buvo bandyta naudoti projektavimo indeksa pagrista
klasikine tikimybine Kolmogorovo—Smirnovo statistika

1(1) = sup| G (u) — d (), (8)

¢ia Gk yra v/ Z*=1 empiriné pasiskirstymo funkcija, o0 ® — standartiné Gauso pasi-
skirstymo funkcija.

4. Palyginamoji analizé
4.1. Tyrimy metodika

Metodai buvo tirti kompiuterinio modeliavimo biidu. Tai leido apskaiiuoti tikrasias
metody paklaidas ir jas palyginti. Tyrimams buvo pasirinkti keli daugiamaciai vien-
modaliniai ir daugiamodaliniai duomenu skirstiniai, turintys skirtingas simetriSkumo,
glodumo ir ,,uodegu sunkumo** charakteristikas:

e vienmodalinis Gauso miSinys (stipriai persidengiantys klasteriai);

e dvimodalinis Gauso miSinys (maZai persidengiantys klasteriai);

e daugiamatis x?2 skirstinys (koordinatés nepriklausomos pasiskirs¢iusios pagal Xf

skirstinj);
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e daugiamatis Pareto skirstinys (koordinatés nepriklausomos pasiskirsciusios pagal
Pareto skirstini su formos parametru k = 1).

Modeliuoty duomenuy dimensija d = 4, imties dydis n = 100, 200, 500, 1000.
Metoduy paklaidos buvo vertinamas naudojant Siuos tikslumo matus

5 =1 (XD — FX)|~ | | f@) = Foo]f(x)dx, 9)
n
i=1

n

52:%2

i=1

f(X) = F (X))
fX))+ f(Xy)

~ 1 | f(x) = ()| dx. (10)
2

Toks tikslumo maty pasirinkimas leido rezultatus palyginti su kitais darbais,pvz., [5,6].

4.2. Tyrimy rezultatai

Pasiskirstymo tankio jvertiniy gauty naudojant originaly projektavimo indeksa pagrista
Lezandro polinomais bei Kolmogorovo—Smirnovo statistika pagrista projektavimo in-
deksa paklaidos buvo panaSios ir ivairiems tirtiems skirstiniams skyrési maZiau nei
5%. Todél galima daryti iSvada, kad tiksliniu projektavimu pagrista tankio jvertinimo
procediira néra labai jautri projektavimo indekso pasirinkimui. Kolmogorovo—Smir-
novo statistikos panaudojimo privalumas yra tas, kad $io indekso reikSme yra greiciau
apskaiciuojama. Projektavimo krypciu radimas pagreitéja beveik 10 karty (nors tai
nedaug itakoja sumini tankio jvertinimo algoritmo skaiciavimo laika).

Atliekant modeliavimo tyrimus paaiSkéjo, kad Lezandro polinomais pagristas pro-
jekcinis ivertis blogai vertina tankius skirstiniams labai besiskiriantiems nuo Gauso
skirstinio. Tankio ivertis gali igyti neigiamas reikSmes, o skirstiniams, kuriy tankis
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1 pav. Tikrasis pasiskirstymo tankis (iStisiné linija) ir jo projekcinis jvertis LeZandro polinomy bazéje
(punktyriné linija). Gauso skirstiniy miSinio ir Pareto skirstinio atveju.
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2 pav. Pasiskirstymo tankio jvertinio kokybé priklausomai nuo to, keliose pirmose projektavimo kryptyse
naudotas branduolinis pasiskirstymo tankio jvertinys.

néra glodus, jvertis igija ,,svyruojan&ia“ forma. Sie atvejai pavaizduoti 1 pav. Tatiau
vertinant tankius artimus Gauso tankiams Lezandro polinomais pagristas metodas
pranasSesnis. Be to, Sis metodas duoda geresnius rezultatus esant mazoms imtims.

1 lentel¢je pateikiamos & paklaidy vidutinés reikSmés (apskaiCiuotos kartojant
tyrima 20 karty). Matome, kad branduolinio metodo panaudojimas gali pagerinti dau-
giamacio pasiskirstymo tankio ivertinio kokybe. Tyrimai parode, kad Pareto skirstinio
atveju visais atvejais tikslinga taikyti branduolini ivertini, taiau rezultatai néra vien-
areikSmiai Gauso miSiniy atveju — vienoms mi$inio parametry reikSméms geresnius
rezultatus duoda vienas metodas, kitoms kitas. Aiskus désningumas nuo misinio tankio
glodumo savybiu nepastebétas. Taciau aiSku, kad branduolini metoda tikslinga taikyti
didesnéms imtis. Naudojant mazo dydzio imtis (n = 100) Lezandro polinomy panau-
dojimas daZnai duoda geresniu rezultatus.

Atsizvelgus 1 tai, kad pirmosiomis projektavimo kryptimis gautos duomeny pro-
jekcijos turi skirstinj daug besiskiriantji nuo Gauso, o vélesnése iteracijose transfor-
muoty duomeny skirstinys (o kartu ir ju projekciju skirstinys) artéja prie Gauso skirs-
tinio, buvo bandyta sukonstruoti algoritma, kur pirmuyju projekciju tankio vertini-
mui blity naudojamas branduolinis ivertinys (geriau veikiantis kai duomeny skirstinys
nepanasus i Gauso), o kitu projekciju tankio vertinimui — LeZandro polinomais

1 lentelé. Paklaidos §; reikSmiy palyginimas LeZandro polinomais ir branduoliniu
ivertiniu pagristiems metodams jvairiems duomenu skirstiniams. Imties dy-

dis n =500
Skirstinys LeZzandro Branduolinis
Vienmodalinis Gauso miSinys 0,01639 0,01765
Dvimodalinis Gauso miSinys 0,02906 0,02783
Daugiamatis x> 0,02894 0,02615

Daugiamatis Pareto 1,10244 0,43753
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pagristas ivertinys. 2 pav. matome pavaizduotus tyrimo rezultatus vienam i$ dau-
giamodaliniy Gauso miSiniu, kai imties dydis n = 500. Daugiamacio tankio ivertinime
buvo naudotos i projektavimo kryptys. Pirmose k krypciu naudotas branduolinis pasi-
skirstymo tanko jvertinys, o likusiose Lezandro polinomais pagristas ivertinys, t.y. kai
k = 0, naudojamas vien tik LeZandro polinomais pagristas ivertinys, o kai k =5 vien
tik branduolinis jvertinys. Matome, kad branduolini ivertini tikslinga taikyti pirmuju
duomenu projekciju tankiams vertinti. Optimalus projekciju kiekis kurios naudotinas
branduolinis jvertinys yra skirtingas ivairiems skirstiniams. Cia tikslinga testi tyrimus
siekiant sukurti metoda parinkti optimalaus projekciju kiekio parinkimui priklausomai
nuo projektavimo indekso reikSmeés.

5. ISvados

IS atlikty tyrimy seka iSvados:

1. Naudojant tiek LeZandro polinomais pagrista projektavimo indeksa, tiek Kolmo-
gorovo—Smirnovo statistika pagrista projektavimo indeksa gaunami nereikSmin-
gai skirtingos tankio jvertinio paklaidos. Taciau Kolmogorovo—Smirnovo statis-
tika pagristas projektavimo indeksas yra greiciau apskaiciuojamas.

2. Neglodziu skirstiniy atveju tikslinga taikyti branduolini pasiskirstymo tankio
ivertini duomenu projekciju tankiams vertinti.

3. Esant maZoms imtims tikslinga taikyti L.ezandro polinomais pagrista pasiskirsty-
mo tankio jvertini duomenu projekcijy tankiams vertinti.

4. Tikslinga naudoti kombinuota algoritma taikant tiek branduolini, tieck Lezandro
polinomais pagrista pasiskirstymo tankio ivertini. Reikalingi papildomi tyrimai
optimaliam Siy ivertiniy deriniui nustatyti.
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SUMMARY

M. Kavaliauskas. Probability density estimation using data projection

Nonparametric estimation of multivariate multimodal probability density is analysed. The projection pur-
suit density estimator was proposed by J.H. Friedman. Author of this paper proposes the modifications
of original Friedman algorithm: employing a kernel density estimator, and a projection index based on
Kolmogorov—Smirnov statistic. The efficiency of proposed modifications is analysed using computer sim-
ulation technique.

Keywords: projection pursuit, probability density function, nonparametric estimation, projection index.



