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Santrauka. Straipsnyje tiriami ir palyginami trys skaitiniai europieti§ko tipo pasirinkimo sandoriy
ikainojimo modeliai: binominis, Monte Karlo ir Markovo grandiniu. Modeliams realizuoti buvo sukurta
efektyvi programiné priemoné C++ programavimo kalba. Tyrimo metu nustatyti kiekvieno modelio pri-
valumai bei trikumai. Sandorio kaina, gauta pagal Black—Scholes modelj yra laikoma etalonine kaina, su
kuria lyginamos skaitiniy modeliy kainos.
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1. Ivadas

Pasirinkimo sandoris yra viena i§ iSvestiniu finansiniy priemoniy, kurios verté
priklauso nuo kity vertybiniu popieriu (VP), vadinamuy bazinémis finansinémis
priemonémis. Sudétingesni sandoriai gali biti iSreiSkiami pasirinkimo ir ateities san-
doriais [3].

Bazinio finansinio aktyvo kaina kiekvienu laiko momentu yra atsitikting, todél in-
vestuotojas, isigydamas pasirinkimo sandori, apsidraudzia nuo galimy finansiniy nuo-
stoliy deél nepalankaus akciju kainy kitimo. Sandorio jvykdymo momentu jo turétojui
pareikalavus, sandorio leid¢jas privalo parduoti sutarta preke ar finansini aktyva uz
i§ anksto sutarta kaina. Si kaina vadinama sandorio ivykdymo (ceremonijos) kaina.
Parduodamas pirkéjui kontrakta, pardavéjas gauna tam tikra suma (premija). Sia suma
toliau vadinsime sandorio kaina.

Norint apskaiCiuoti sandorio kaina reikia Zinoti bazinio aktyvo (akcijos) kainu pa-
siskirstyma sandorio pabaigoje. Tam tikslui kuriami ivairiis akciju kainy dinamikos
modeliai. Binominis ir Markovo grandiniy metodai pagristi multiplikatyviuoju mode-
liu, o Monte Karlo metodas remiasi Brauno judesio procesu. Visi modeliai sukurti su
prielaida, kad akciju kainu grazos pasiskirste pagal lognormalyji désni.

2. Pasirinkimo sandoriu jkainojimo modeliai

Tarkime, kad akcijos kaina sandorio pabaigoje S, sandorio ivykdymo kaina X, san-
dorio trukmé T, nerizikingoji palukany norma ry. Pasirinkimo pirkti sandorio kaina
bendruoju atveju randama pagal formule (1).

:m~E(max(O,ST—X)), (1)

¢ia vidurkis skaiciuojamas naudojant rizikai neutralias (sintetines) tikimybes.
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2.1. Binominis modelis

Pagal binomini modeli aktyvo kaina per kiekviena perioda gali padidéti daugikliu u su
tikimybe p arba sumazeéti daugikliu d su tikimybe 1 — p. Kilimy skaiciu pazymeje k,
gauname, kad kainos i§rai$ka po n periody yra: S, = So - u*d" .

Binominio modelio parametrai gaunami i§ multiplikatyviojo modelio [4]. Nau-
dosime tokius parametry u ir d ivercius: it = VAl jr § = e=o VAL

Turédami Siuos ivercius galime uzpildyti kainy gardele, rasti akcijos kainas po N
periodu ir apskaiCiuoti pasirinkimo sandorio vert¢ (gaunamas pajamas) jo pabaigoje.
Sandorio verte vienu periodu anksc¢iau randame ieSkodami diskontuoto verciu C,, ir Cy4
vidurkio pagal formule (2). Diskontuojame naudodami nerizikingosios palikanu nor-
mos graza R =1+ ry, o vidurkiui skaiiuoti naudojame rizikai neutralia tikimybe q.
Tokius skai¢iavimus atliekame tol, kol apskai¢iuojame dabarting pasirinkimo sandorio
verte C.

1
CZE(qCqu(l—q)Cd). 2)

2.2. Monte Karlo modeliavimas

Monte Karlo metodas naudojamas tada, kai sprendinio nepavyksta gauti analiziniu
btdu. Akcijos kainos kitimas yra Brauno judesys, o atsitiktinis lognormaliai pa-
siskirsciusios akcijos kainos kitimas modeliuojamas pagal tokia formule:

S(t + At) = S(1)e0= 378+ VEIZ, (3)

¢ia Z ~ N(0,1), § yra metiné nerizikingoji tolydZioji palikany norma, o — akci-
jos grazos kintamumas, Ar — laiko intervalas, per kuri pakinta kaina. Kuo daugiau
trajektoriju pagal Sia formule sugeneruosime, tuo tikslesni kainos iverti gausime.
Pasirinkimo pirkti sandorio kaina apskaiciuojama pagal (4) formule.

C =e N2 E (max(Sy — X, 0)). 4)

2.3. Markovo modelis

Markovo modelis remiasi tuo paciu pagrindiniuy aktyvy kainy kitimo désningumu kaip
ir binominis modelis [1]. Jo tikslas sumazinti nagrin¢jamu kainy biiseny skaiciu.

Akciju kainy kitima galima apraSyti ir sugerian¢ia Markovo grandine. Kiekviena i$
kainy gardelés virSainiy yra kuri nors Markovo grandinés biisena. Peréjimo tikimybé
1 blisena, atitinkancia aukStesne kaina yra kainos kilimo tikimybe¢ ir atvirksc¢iai. Visas
biisenas sunumeruojame i§ eilés imdami periodus ir pradédami nuo didziausia kaina
turincios tame periode biisenos. Numeruojamos tik skirtingos biisenos. Lygybé ud = 1
sumazina skirtingu gardelés bisenu skaiéiu nuo %ﬂ) iki 2N + 1.

Aprasyta Markovo grandiné turi 2 sugeriancias biisenas (atitinkancias didziausia
arba maZiausig kainas). Siuo atveju negalima apskai&iuoti stacionariuju tikimybiu, nes
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1 pav. Grandinés buiseny grafas.

jos gaunamos tik tada, kai Markovo grandiné yra ergodiné. Markovo grandiné gardelei
su 3 periodais pavaizduota 1 paveiksle.

Kainu biseny tikimybéms po N Zingsniu rasti naudojamés idéja, kad vienas
Markovo grandinés zingsnis atitinka kainos pokyti per viena perioda. Markovo
grandineés peréjimo tikimybiy matrica, kai gardelé turi 2 periodus yra tokia:

0O pl—p0 O
1—-p0 0 p O

(=] p 0 0 01—-p]. 5)
000 1 0
00 0 0 1

Tarkime, kad sandorio laikotarpis dalomas i N daliy, tada Markovo grandiné turés
N galimy zingsniy. Todél finalines tikimybes randame (5) matrica keldami laipsniu,
lygiu sandorio periodu skaiCiui.

SuskaiCiave biisenu tikimybes, dauginame jas i$ atitinkamos sandorio vertés jo
pabaigoje, susumuojame ir diskontuojame i sandorio pradzia. Gautoji reikSmé yra
pasirinkimo sandorio kaina jo pasiraS§ymo metu ir randama pagal formule (6), kai N
nelyginis, arba formule (7), kai N lyginis.

N-2

Chet =Cre " =e™ 3" ((Su1+2i — X) posai + (Sd' T — X)P3+4i> , (6
i=0

N-1
Cryg =¢™” ( (S =X pr+ D ((Su* = X) pai + (4" = X) prai) ) (7)
i=0

3. Modeliu jautrumas parametrams

Tyrimo metu skaitiniais modeliais gautos kainos yra lyginamos su kaina, gauta pagal
Black—Scholes formulg [2].

Ikainosime pasirinkimo pirkti sandori IBM kompanijos akcijai. IS istoriniy 6 mén.
duomenu (nuo 2008 lapkricio iki 2009 geguZés) buvo jvertinti tokie parametrai: meti-
nis grazy vidurkis p = 0, 00085 ir kintamumas o = 0, 42778.

Tarkime, kad nerizikingoji paprastoji palilkany norma per metus yra 4%. Pasku-
tinioji kaina imtyje 104,05 $ yra esamoji akcijos kaina. Pasirinkime jvykdymo kaina,
lygia 100 $, o sandorio trukme — 6 meén. Sandorio laikotarpj dalijame i 10 perioduy,
sumodeliuokime 20000 realizaciju Monte Karlo metodui.
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Atlikus modeliavima nustatyta, kad sandorio kaina auga vis sparCiau didéjant ak-
cijos esamajai kainai. Tyrimas taip pat parodé, kad ivykdymo kainai esant artimai
dabartinei akcijos kainai, Monte Karlo metodas yra tikslesnis.

Sandorio kainos priklausomybé nuo akcijos kintamumo jam virSinant 0,1 pasidaro
panasi i tiesing ir pradeda reikSmingiau skirtis tarp metodu. Markovo modelis kartu
su binominiu modeliu apskaiciuoja didesnes kainas negu kiti metodai prie didesnio
kintamumo. Pastebéta, kad Monte Karlo metodas tikslesnis prie mazesniy o.

Nerizikinguju palikanuy norma skaiiavimu rezultatams itakos neturi, taCiau i$
2 a) pav. matome, kad Monte Karlo metodas duoda atsitiktinius rezultatus del pseudo
atsitiktiniu dydziy generavimo.

— Binominis A — Binominis
— Black-Scholes — Black-Scholes
/ — Monte Karlo 7 — Monte Karlo
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2 pav. Sandorio kainos priklausomybé nuo jo parametry.
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Modeliavimas parodé, kad Monte Karlo metodas didesnes paklaidas duoda prie
ilgesnés sandorio trukmés. Taciau sandorio trukmé néra tiesioginis faktorius, dél ku-
rio didéja paklaidos, tai su laiku didéjancios dispersijos, kuri modelio formuléje dar
dauginama i§ atsitiktinio dydzio, itaka.

Visais atvejais binominis ir Markovo modeliai idealiai sutapo.

4. Modeliu konvergavimas

Nagrinékime ta pati pasirinkimo pirkti sandori. Tarkime, kad metiné paprastuyju neri-
zikingyju paliikany norma yra 8%, o sandorio trukme yra 2 ménesiai. [sitikinome, kad
binominis ir Markovo modeliai duoda kainy jvercius su dideliu bei vienodu tikslumu.
Todél toliau tyring¢jamas binominio modelio konvergavimas ir pastebéjimai visiskai
tinka ir Markovo modeliui.

3 a) paveiksle matome binominio modelio konvergavima i Black—Scholes formule,
kai sandorio ivykdymo kaina yra 104 $, o gardelés periody skaiCius kinta nuo 5 iki
100. Visos kainos, kurios didesnés uz Black—Scholes, apskaiciuotos formuojant garde-
les, turinCias nelygini periody skaiiu, mazesnés — lygini. Toks kainos konvergavimo
pobidis budingas ir pasirinkimo parduoti sandoriui su tais paciais parametrais.

Nagrinékime patraukly pasirinkimo pirkti sandori, t.y. kai ji apsimoka ivykdyti
i¥ karto po jo i§leidimo. Sakykime, kad ivykdymo kaina yra X = 75$. Siuo atveju,
didéjant gardelés periodu skaiciui, kaina konverguoja i$ apacios prie tikslios (teorinés)
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3 pav. Modeliy konvergavimas.

reikSmés su kintancCia ir maZz¢jancia amplitude (4 a) pav.). Taip konverguoja ir nepa-
trauklus sandoris.
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4 pav. Binominio modelio konvergavimas.

Tarkime, kad X = 1108$. 4 b) paveiksle matome binominio modelio konvergavima
priklausomai nuo gardelés periody skaiciaus. I$ visu triju atveju matome, kad papil-
domuy gardelés Zingsniy pridéjimas létai didina rezultaty tiksluma. Markovo modeliui
skaiCiavimu laikas, kai gardelés periodu skaiCius nesiekia 25, nesiskiria nuo binominio
modelio, bet toliau auga eksponentiskai.

Atlikus Monte Karlo metodo tyrima, gauta 3 b) paveiksle pavaizduota pasirinkimo
pirkti sandorio kainos priklausomybé nuo sugeneruoty trajektoriju skaiciaus. Didesnis
generuojamy akcijos kainy trajektorijuy skaiCius lemia tikslesne kaina, taciau Siame
pavyzdyje matome, kad tikslumas geréja pakankamai negreitai. Norint greitesnio ir
pastovesnio konvergavimo reikéty taikyti ivairius kvazi Monte Karlo metodus.

Monte Karlo metodo tyrimas parodé, kad sandorio laikotarpio dalinimas i perio-
dus neturi itakos jo kainos tikslumui, o0 modeliavimo trukmé nuo sandorio laikotarpio
padalijimo i periodus bei realizaciju skaiCiaus priklauso tiesiskai.
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5. ISvados

1. Markovo modelis pasirinkimo sandoriu kaina skaiciuoja taip pat tiksliai, kaip ir
binominis modelis. Suskaiciuotos kainos skirtumai pasireiskia tik 16—17 skait-
menyje po kablelio.

2. I8 atliktos modeliu analizés IBM akciju duomenims nustatyta, kad esant dideliam
sandorio laikotarpio periodu skaiCiui (nagrinétu atveju didesniam uz 25) Markovo
modelio skaiiavimai uztrunka daug ilgiau.

3. Monte Karlo metodo realizacija parodé, kad apskaiciuoti sandorio kaina 0,1 cento
tikslumu reikéjo 2000000 realizaciju ir 9,5 s programos skai¢iavimu laiko. Tai
irodo, kad grynasis Monte Karlo modeliavimas reikalauja sugeneruoti daug tra-
jektoriju uzsibréZtam tikslumui pasiekti.

4. Siekiant tikslesnio rezultato, kai bazinio finansinio aktyvo kintamumas yra
didelis, reikia imti daugiau binominés gardelés periodu ir daugiau Monte Karlo
realizaciju.
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SUMMARY

M. Landauskas, E. Valakevicius. Analysis of pricing models for options

The program developed was effective in time of calculation and let us state, that binomial and Markovian
models give similar results, but Markovian model is much slower when lattice has more than 25 periods.
The crude Monte Carlo Model requires millions of paths to be generated in order to get high accuracy.
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