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Santrauka. Darbe siilomas NeSo pusiausvyros bimatriciniame lo§ime modelis investiciniams portfe-
liams sudaryti. Portfelio komponentés surandamos sprendZiant dalinai sveikaskaitj tiesinio programavimo
uzdavini. Eksperimentingje dalyje Sio modelio pagalba gauti neefektyvis portfeliai testuojami remian-
tis keleto Europos Saliy akciju birzy indeksy statistiniais duomenimis. Pasitlytyjy portfeliy realizacijy
skaitinés charakteristikos lyginamos su efektyviyjy (Pareto optimaliy) portfeliy realizacijy skaitinémis
charakteristikomis.

Raktiniai ZodZiai: investicinis portfelis, bimatricinis lo§imas, NeSo pusiausvyra.

1. Ivadas

Efektyviyju (Markowitz [1]) portfeliu komponentés surandamos sprendZiant netiesi-
nius optimizavimo uzdavinius, nes Siuose modeliuose portfelio rizikingumui apibrézti
naudojama dispersija. Maksimizuojant laukiama viduting portfelio graza, dispersija
fiksuojama, arba minimizuojant dispersija fiksuojama vidutiné graza. Netiesinio prog-
ramavimo uzdaviniy sprendimas yra susijes su sunkumais, kai nezinomuyju (portfelio
komponenciu) skaicius yra didelis.

Skirtingy autoriy publikacijose yra pasiiilyta ivairiy tiesiniu rizikos matavimo
metodu. Papahristodoulou ir Dotzauer [2] apraSytuose tiesiniuose modeliuose opti-
maliam portfeliui gauti rizika matuojama naudojant absoliutyji nuokrypi. Optimalios
investavimo strategijos suradimo problema straipsnyje [3] modeliuojama naudojant
matricini loSima ir parametrinj programavima, kas taip pat leidZia apsiriboti tiesinio
optimizavimo modeliais.

Straipsnyje [4] investiciniams portfeliams parinkti siilomas maksimino principas.
Portfelio komponentés surandamos sprendziant tiesinio programavimo uzdavini vie-
name modelyje ir netiesinio programavimo uzdavini kitame, ivedus rizikos vertinimo
koeficientus.

Paprastai mazai rizikingi investiciniai portfeliai duoda maZesnes grazas, o didesniy
pelno normu siekiantys portfeliai turi didesne rizika, didesne grazos dispersija. Inves-
tuotojas turéty islaikyti tam tikra pusiausvyra tarp portfelio pelningumo ir rizikingumo.
Todél Siame darbe buvo pabandyta investicinio portfelio sudarymo problemos mate-
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matiniu modeliu pasirinkti bimatricini loSima ir portfelio komponentes gauti i§ NeSo
pusiausvyros strategiju komponenciy.

2. Matematiniai modeliai

Tegul ¢;; yra j-ojo indekso kaina i-aja diena. Eksperimentinéje dalyje buvo pasirinkta
paskutiné (uzdarymo) kaina.
Pelno norma j-ajam indeksui i-taja diena skaiCiuojama pagal formule

aij = ( I 1) -100%. Eksperimentingje dalyje k = 1.

Ci—kj
Pasirinktam indeksu portfelivi P = (x1, x2,...,Xy,), Z'}=1xj =1,x; 20, j=
1,2,...,n sumas a; = Z'}=1a,~jxj vadinsime portfelio P i-osios dienos grazos

reikSmemis (Cia a;; yra pelno normos m dienu laikotarpio, kurio duomenis naudo-
jame konstruodami portfeli). Sio portfelio graZos realizacijomis sekangiame k dieny
laikotarpyje vadinsime sumas b; = Z'}=1 ajjxj,i=m+1,m+2,...,m+k.

Portfelio P vidutiné graza E(P) m dieny laikotarpyje skaiCiuojama pagal for-
mule E(P) =Y i_ ajx;, tia a; = ;; > i a;; yra j-ojo indekso pelno normos
vidurkis stebétam m dieny ilgio laikotarpiui. £(R) pazymékime portfelio grazos rea-
lizaciju vidurki sekanciam k dieny laikotarpiui. Tada E(R) = Z'}=1 b_jx j» O E =
% Z?:;f 1@ij yra j-ojo indekso pelno normos vidurkis sekanciam laikotarpiui.

Jei pelno normos yra priklausomi atsitiktiniai dydziai, portfelio grazos dispersija
yra S>(P) = Yoy Z'}=1 kijxix;, Cia k;; yra i-ojo ir j-ojo indekso pelno normu ko-
variacja.

Efektyviojo portfelio P.r = (x1,x3,...,X,) komponentes surandame spresdami
netiesinio programavimo uzdavini:

max W;

n n n n
aZa_jxj—(l—a) ZZkijxixj>W, ijzl, x;j 20, j=1,2,...,n.
j=1 j=1

i=1 j=1

Cia parametras « yra rizikos svorio koeficientas, igyjantis reik¥mes i§ interva-
lo [0; 1].

Modeliuojame keleta modifikuoty matriciniy loSimu (A, B), matricas apibréZdami
tokiu bidu:

At = llaijll, By = |lkijll, Az = |lagjll, By = |Isijll,
Az = |laij|l, B3 = |lvjll, Ag = |lmj;l, By = ||kijll,
As=|lm;ll, Bs = |Isi;ll, Ag = |lmjll, Be = llvij I,
A7 =|maxa;;ll, B7=|kijll, Ag = ||maxa;jll, Bg=|lsijll,

Ag = ||maxa;jll, By = vl

Matricos elementa a;; = (a; + a;)/2 pavadinkime poriniu vidurkiu, tada m;;, s;;,
v;j, maxa;;, mina; ;, yra porinés medianos, poriniai vidutiniai kvadratiniai nuokrypiai,
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porinés variacijos, poriniai maksimumai ir poriniai minimumai, o k;; yrai-ojo ir j-0jo
indeksu pelno normu kovariacija. Siuos bimatricinius lo§imus vadiname modifikuotais
todel, kad pirmasis loséjas Siuose miisu modeliuose siekia i§losi maksimizuoti, o antra-
sis — minimizuoti (klasikiniame bimatriciniame lo§ime abu lo$éjai siekia savo iSloSius
maksimizuoti).

Kita bimatriciniy loSimu grupé apibréziama sekanciu budu:

Ao =[[maxa;jll, Bio=|mina;ll, A= llaijll, By = [mj],
A = llaijll, By = [[maxa;jll, Az =|ml, B3 = || maxajj||,
A=l —kijll, Bia= | —sijll, Ais= |l —kijll, Bis=1—vijl,
Are =l —sijll, B = llvijl.

Pusiausvyros strategijoms, kuriu bendru atveju yra neviena, surasti naudosime straip-
snyje [6] pasitlyta tiesinio programavimo uZdavini su papildomais binariaisiais
kintamaisiais. Modifikuoto bimatricinio loSimo atveju pusiausvyros surandamos
sprendZiant uzdavini:

max (U — V),
n m

0SU =Y @gy;<wri sita<l ) xi=1Lx>0i=12..m,
j=1 i=1

m n
Oézszxi—VSMSj, si+y; <1, Zyjzl, yj =20, j=12,...,n,
i=1 =1

si€f{0,1}, 1;€{0,1}, i=1,2,....m, j=1,2,...,n.

Cia u = max{maxa;;, max b;;}.

Tokius uzdavinius sprendzia SAS/OR procediira LP, kuri sveikaskaiiams uzdavi-
niams naudoja Sakuy ir réZiu metoda.

Bimatricinio loSimo (Ag, Br) miSriasias pusiausvyros strategijas paZymeékime
X = (X186 X28 - - +» k) it Vi = (V1. ok - - Vb)-

Pusiausvyrinius portfelius P,,s = (x1,x2,...,x,) galime apibreZti kaip iSkiliuo-
sius darinius: Pp,s = (1 — @)X + aY, kur rizikos svorio koeficientas o tenkina nely-
gybes 0 <o < 1. Cia

1 13 13 1 10 16
X=— ;xi+i_zun R T ;n+§<xi+m

3. Eksperimentiné dalis

Turimus keleto Europos Saliu 2005-2008 mety statistinius duomenis apie birZy in-
deksuy kainas suskaidéme i aStuonis pusmecio ilgio laikotarpius. Dvieju tipu portfe-
lius, efektyviuosius P,y ir pusiausvyrinius P, konstravome septynis kartus: pagal
kiekvieno (pradedant pirmuoju) pusmecio statistinius duomenis. Kiekviena portfeli
testavome apskaiciuodami jo grazu realizacijas sekanciame pusmetyije.
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Pasirinktos Salys ir atitinkami indeksai:

Pranciizija FCHI Sveicarija  SSMI
Italija CMMG Austrija ATX
Olandija AEX Belgija BFX
Vokietija GDAXI Rusija MTMS
Didzioji Britanija ~FTSE Turkija XU100

Tolygiojo portfelio Py, kurio visos komponentes lygios, t.y. x; =0.1, j =1, ..., 10,
vidutiné pelno norma konkreciam laikotarpiui ivertina visu Siu 10 Saliu indeksu rinkos
biisena Siame laikotarpyje, parodo augimo ir kritimo laikotarpius.

Lygindami sukonstruoty portfeliy grazos realizaciju skaitines charakterstikas, ga-
lime matyti, kaip jie valdo neiSvengiama mazesn¢ arba didesne¢ rizika krentancioje
rinkoje, arba, kaip iSnaudoja augancios rinkos privalumus.

1 pav. matome vienuolikos 2 lentel¢je pateikty efektyviuju portfeliuy bei vienuolikos
3 lenteléje pateikty pusiausvyriniy portfeliy grazos reikSmiu konstravimo laikotarpyje
(pazymeta P) ir grazos realizaciju sekanciame (testavimo) laikotarpyje (pazyméta
R) pagrindines skaitines charakteristikas — vidurki ir nuokrypi. Simboliais Pt ir Rt
pazymeéti tolygieji portfeliai.

Krentancioje Sio laikotarpio (2006 antras pusmetis — 2007 pirmas pusmetis) rinkoje
stebime rysku pusiausvyriniy portfeliy grazy realizaciju pranasuma lyginant su efek-
tyviyju portfeliu grazy realizacijomis. Testuojant kituose krentancios rinkos laikotar-
piuose beveik visu pusiausvyriniu portfeliy grazu realizaciju skaitinés charakteristikos
buvo gautos taip pat geresnés arba neblogesnés uz efektyviojo portfelio grazy reali-

1 lentelé. Tolygiojo portfelio skaitinés charakteristikos pusmecio ilgio laikotarpiams

Laikotarpiai 20051 200511 20061 200611 20071 2007 I 20081 2008 11

E 0,077 0,1606 0,0406 0,1058 0,068 -0,0077 -0,1539 —0,1507
S 0,5717 0,6154 11,1071  0,7046 0,8115 1,1323 1,4458 2,1816

2 lentelé. Efektyviyju portfeliy, gauty naudojant 2006 mety pirmo pusmecio statistinius duomenis,

koordinatés

o X X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10

1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0,9 0 0 0 0 0 0 0,282 0,718 0 0
0,8 0 0,3733 0 0 0 0,0705 0,1423 0,4139 0 0
0,7 0 0,5813 0 0 0 0,1351 0,069 0,2146 0 0
0,6 0 0,6812 0 0 0 0,1607 0,0341 0,124 0 0
0,5 0 0,7415 0 0 0 0,1816 0,0113 0,0585 0 0,0071
0,4 0 0,7787 0 0 0 0,1909 0 0,0175 0 0,0129
0,3 0 0,7773 0 0 0,0213 0,187 0 0 0 0,0144
0,2 0 0,7417 0 0 0,0788 0,1665 0 0 0 0,013
0,1 0 0,7151 0 0 0,1223 0,1509 0 0 0 0,0117
0 0 0,6932 0 0 0,1577 0,1384 0 0 0 0,0107
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3 lentelé. Pusiausvyriniy portfeliy, gauty naudojant 2006 mety pirmo pusmecio statistinius duomenis,

koordinatés

o X X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10

1 0,1875 0 0 0,25 0 0 0,25 0 0 0,3125
0,9 0,175 0,0562  0,0063 0,225 0 0,0062 0,225 0,0125 0 0,2938
0,8 0,1625 0,1125 0,0125 0,2 0 0,0125 0,2 0,025 0 0,275
0,7 0,15 0,1687 0,0188 0,175 0 0,0187 0,175 0,0375 0 0,2563
0,6 0,1375 0,225 0,025 0,15 0 0,025 0,15 0,05 0 0,2375
0,5 0,125 0,2812  0,0313 0,125 0 0,0312 0,125  0,0625 0 0,2188
0,4 0,1125 03375 0,0375 0,1 0 0,0375 0,1 0,075 0 0,2
0,3 0,1 0,3937 0,0438 0,075 0 0,0437 0,075 0,0875 0 0,1813
0,2 0,0875 0,45 0,05 0,05 0 0,05 0,05 0,1 0 0,1625
0,1 0,075 0,5062  0,0563 0,025 0 0,0562 0,025 0,1125 0 0,1438

0 0,0625 0,5625  0,0625 0 0 0,0625 0 0,125 0 0,125

0,18
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1 pav. Portfeliy grazy skaitinés harakteristikos 2006 antra pusmeti — 2007 pirma pusmeti.

zaciju skaitines charakteristikas. Dviejuose stebétuose augimo laikotarpiuose ne visi
pusiausvyriniai portfeliai turéjo geresnes realizaciju skaitines charakteristikas.
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SUMMARY

S. Vakriniené, G. Misevicius. Bimatrix game model for the selection of investment portfolio

This research suggests a Nash equilibria model for the selection of investment portfolios. The components
of portfolio are found by solving linear programming task with binary variables. In the experimental part
of the research ineffective portfolios exerted from this model are tested referring to the statistical data of
the stock market indexes of several countries. Realizations of the suggested portfolios are compared to
realizations of effective portfolios.
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