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Santrauka. Darbe apraSomas metodas NeSo pusiausvyroms trijy asmeny matriciniame loSime rasti.
Sitlomas tiesinio optimizavimo su papildomais binariaisiais kintamaisiais modelis, kurio sprendiniai yra
pusiausvyros situacijos.

Raktiniai ZodZiai: trijy asmeny matricinis lo§imas, NeSo pusiausvyra, dalinai sveikaskaitis tiesinis progra-
mavimas.

1. Ivadas

Nors NesSo pusiausvyros egzistavimas kiekviename baigtiniame loSime jrodytas dar
1950 metais [1], taCiau suradimo problematika aktuali iki Siol. Pvz., apZvalginiame
straipsnyje [2] remiamasi net 79-iomis mokslinémis publikacijomis: tai vienos pu-
siausvyros (sample equilibrium) ir ivairiu pusiausvyry aibés smulkiniu (refinements —
Pareto optimal equilibria, perfect equilibria, proper equilibria, sequential equilibria,
stable sets) egzistavimo ir apskai¢iavimo klausimai.

Misuy darbe pateiktas metodas, kuriame klasikiniy netiesiniy lygciu sistema
pakeista tiesiniy lyg€iu bei nelygybiu sistema su papildomais binariaisiais kintamai-
siais. Sitiloma spresti dalinai sveikaskaiti optimizavimo uzdavini, su paminéta apribo-
jimu sistema, kurio sprendiniai, nepriklausomai nuo tikslo funkcijos pasirinkimo, yra
pusiausvyros situacijos.

Metodas naujas, nes dideliame skaiCiuje apZvelgtu straipsniy tiesiniai metodai ne-
buvo pamineti. TiesiSkumas yra aktualus, nes leidzia tiksliai spresti daug didesnés
apimties uzdavinius nei netiesiniu atveju, kai (kalbant apie netiesines batinas ir
pakankamas salygas pusiausvyrai) néra iSkilumo savybés. Papildomi binarieji kin-
tamieji naudojami tam, kad apibrézty reikalavimus tipo ,,arba vienas tvirtinimas teisin-
gas, arba kitas* (tokio tipo yra pagrindiné pusiausvyros salyga).

Straipsnyje pateikiami pavyzdZiai, kuriems pusiausvyry buvo ieSkoma naudo-
jant tam skirta programine iranga GAMBIT (2007 metu versija) [3] ir spren-
dZiant pateiktaji dalinai sveikaskaiti optimizavimo uzdavinj (SAS/OR procedira LP).
Sitlomas metodas suranda tas pusiausvyras, kuriy nesuranda abu GAMBIT pro-
graminés irangos sitilomi algoritmai, kurie remiasi netiesiniais apribojimais.
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2. NeSo pusiausvyra
Triju asmeny matricinio loSimo i§loSius apibrézia matricos:
Ai =llajjill, i=1,2,...,m,
Bj=|bijcll, j=12,...,n,
Ce=llcijill, k=1,2,...,p.

Jei lo$¢jai renkasi grynasias strategijas i, j ir k, pirmojo iSloSis yra a; ji, antrojo —
bij ir treCiojo — ¢ jk.
PaZymékime matricas stulpelius

X1 Y1 <1

X2 2 22
X = , y = y , =

Xm Yn ip

Apibrézkime miSriy strategiju aibes:

m
pirmojo los¢jo X = {x/inzl, x; =0, i:1,2,...,m},
i=1

n
antrojo loséjo Y:{y/Zyjzl, yj =20, j:1,2,...,n},
j=1

p
ir tretiojo lod¢jo  Z = {z/sz:L 2 >0, k:1,2,...,p}.
k=1

PaZymékime matricas eilutes:
yTAz = (yTAlz, yTAzz, e, yTAmz),
xT'Bz= (xTBlz, xTBzz, .. ,xTan) ir
xTCy = (xTC1y, xTCzy, . ,xTpr).

Gauname i$loSius misriy strategijuy situacijoje (x, y, z):
pirmojo los¢jo u = (yT Az)x,
antrojo lo§¢jo v = (xT Bz)y ir
tre¢iojo losejo w = (xT Cy)z.

NeSo pusiausvyros apibréZimas

i = (3" AZ)x > (37 AZ)x visiems x € X,
v=(x"Bz)y > (¥"Bz)y visiemsye?,

w=(x'Cy)z> (x"Cy)z visiemsze Z.
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Klasikinés biitinos ir pakankamos sqlygos
Rinkinys (x, y, z, 4, v, w) yra NeSo pusiausvyra tada ir tik tada, jei jis yra sistemos

yTAizéu, (yTAiz—u)x:O, i=1,2,...,m,
xTszév, (xTsz—v)y:O, j=12,...,n,
xTCkySw, (xTCky—w)z:O, k=1,2,...,p,

sprendinys.

i=12,....m j=1,2,...,n, k=1,2,..., p tenkina tiesines lygtis ir nelygybes
P n d
Yo aijkzk Sujo. Y aijkyj <uoks Y Dbijkzk < vio,
k=1 j=1 k=1

m n m
Zbijkxi < ok Zcz’jij < wjo, Zcz‘jkxi < woj,
i=1 j=1 i=1
p n P
ujo— Zaijkzk < Urijo,  Wok — Zaijk)’j < UFioks  Vio — szijk < USij0s

f=1 j=1 k=1

m n m
Vok — Zbijkxi < USojk,  Wi0 — Zcz’jij < Uliok,  Woj — Zcz‘jkxi < Kt jks
i=1 j=1 i=1

inzl, 0<x; <upri,  xp+58;+t+rijo+rion <4,
Zyjzl, 0<y;j<usj, yj+ri+t+sijo+sojr<4,

P
szzl, O0<zi S pte,  zi+ri+sj+tior+ 10k <4,

Cia kintamieji ri, Sj, tk, Tijo, Tiok» S0jk» Sijo» Lok, fojx € {0, 1} (binarieji kin-
tamieji) visiems i = 1,2,...,m, j=1,2,...,n, k =1,2,..., p, konstanta p =
max{max{a;;}, max{b;;}, max{c;;}}, tai rinkinys (X,y,z,u,v,w) yra trijy asmeny
loSimo pusiausvyra, kur isloSiai apskaicivojami pagal formules

n P P m
m—min{ Y5y, Yomew|, v=min| Y wra omw)

n m
E:min{ wo; Y wiox_i}.
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[rodymas. Tegul x; > 0. Jei strategiju x, y, z komponentes tenkina salygas x; +s; +
tk+rijotriok <4, yj+ri +ic+sijo+ S0k <4, 2k +ri +5j +tiok 10k < 4 visiems
i=12,...om, j=12,...,n,k=1,2,..., p, tai

e arba r;jo =0 visiems j, kuriems y; > 0,

e arba r;or = 0 visiems k, kuriems z; > 0.

PrieSingu atveju, jei egzistuotu r;jo0 = 1 ir riox, = 1, kuriems y; > 0 ir 7z, > 0, tai
nelygybe x; +s; + t; + rijo + rioxr < 4 nebituy teisinga, kai x; > 0, j = jo, k = ko, nes
sj=1,kaiy; >0,irf =1, kai zx > 0.

Dabar apibréZtumo delei tarkim, kad r;;o = 0 visiems j, kuriems y; > 0. Tada

n p n n p
min{Zujoyj, Zuoka} :Zujoyj =U= Zzaijkzkyj :yTAiZ,
=1 k=1

=1 j=lk=1

nes ujo = Zlle a;jk 2k, kai rijo = 0 visiems j, kuriems y; > 0.
Analogiskai irodome lygybes xTsz =V,kaiy; >0ir xTCry =W, kaizx > 0.
Nelygybés Z,le a;jkzk < ujo yra teisingos visiems j = 1,2, ..., n. Padaugine $iy
nelygybiu abi puses i§ y; ir sudéje gauname:
n p n
Zzaifﬂkyi < Z”foyf =u, kair;jo =0 visiems j, kuriems y; > 0, arba
j=lk=1 j=1
n p p
Z Zaiijij < Z uokzZx = u, Kai rjor = 0 visiems k, kuriems zz > 0,
j=lk=1 k=1

nes nelygybeés Z'}=1 ajjkyj < uok yrateisingos visiems k =1,2,..., p.
AnalogiSkai gauname nelygybes xTsz <wv, kaiy; > 0ir xTCry <w, kai zx > 0.
Irodéme, kad teoremos salygas tenkinantys x, y ir z tenkina klasikines baitinasias
pusiausvyros salygas.

Matematinis modelis vienai pusiausvyrai surasti

Kad surastume kurig nors viena pusiausvyra sprendZiame dalinai sveikaskaiti
tiesinio programavimo uZdavinij laisvai pasirinkdami tikslo funkcija (pvz., max x) su
teoremoje suformuluotais apribojimais. Norédami surasti kitas pusiausvyras keiCia-
me tikslo funkcija arba ivedame papildomus apribojimus (pvz., uZzdraudZiancius jau
surasta pusiausvyra).

3. Pavyzdziai

Pavyzdys 1 (paimtas i§ straipsnio [2]). Straipsnyje teigiama, kad Sis lo§imas turi 9 pu-
siausvyros situacijas

90 03 80
A1=|Ialjk||=<03>, Azzllazij:(g ) BIZ||bi1k||:<O4>,

04 120 06
BZZHbiZk”:(SO), C1=||Cij1||=<02>, C2:||Cij2||:<40>-
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GAMBIT suranda keturias grynasias pusiausvyras:

Nr. X1 x2 V1 »2 21 2 U 4 w
1 1 0 1 0 1 0 9 8 12
2 1 0 0 1 0 1 3 4 6
3 0 1 0 1 1 0 9 8 2
4 0 1 1 0 0 1 3 4 4
ir tris dalinai miSrias pusiausvyras:
Nr.  x x2 M y2 71 2 U 4 w
1 0,5 0,5 0,5 0,5 1 0 2,6667 2,6667 1,3333
2 0 1 0,3333 0,6667 0,3333 0,6667 4,5 4 3,5
3 0,25 0,75 1 0 0,25 0,75 2,25 2,75 3

Miisuy optimizavimo modelis suranda tas pacias grynasias pusiausvyras ir dvi pilnai
misrias pusiausvyras:

Nr.  xi x2 i y2 71 2 U 4 w
1 0,5 0,5 0,3333 0,6667 0,27 0,25 2,6667 2,6667 1,3333
2 0,25 0,75 0,5 0,5 0,3333 0,6667 4,5 4 35
Pavyzdys 2.
-2 1 0 2
A = |lai; = A = ||d2; -
1 l 1]/(” ( 1 _2)7 2 l 2]/(” (1 O)y
-2 0 —4 1
1 1Di1kl ( 0 _1) > 2 Dikl ( 1 _2) ,
-1 0 -5 1
Ci=llcijill = ( 0 _2) , Ca=llcijall = ( 1 _2) :
GAMBIT suranda dvi grynasias pusiausvyras:
Nr. X1 X2 n 2 21 22 U 14 w
1 0 1 1 0 1 -1 1
0 1 0 1 1 0 1 1 -2

Miisuy optimizavimo modelis suranda viena grynaja pusiausvyra ir begaling pusiau-
svyry aibe:

Nr. X1 X2 y1 2 71 22 U % w
1 0 1 1 0 0 1 2 —1 1
0 1 0 1 1—22 2 1—22 1 -3z, -2
0<22<0,5

Antroji GAMBIT surasta grynoji pusiausvyra yra begalinés pusiausvyry aibés kras-
tinis taskas, kai zp = 0.
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4. ISvados

Pateikti pavyzdziai iliustruoja pusiausvyry aibés struktiiros ivairove (3 loséju atveju)
ir tai, kad naudojant miisy metoda galima aptikti ir aprasyti begaling pusiausvyros
situaciju aibe, kas néra imanoma naudojant programine iranga GAMBIT.
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SUMMARY

S. Vakriniené, D. SudZiute. Computation of Nash equilibria in three-person matrix game

The method for finding Nash equilibrium in three-person matrix game is introduced in this paper. Linear
optimization model with binary variables for computation of equilibrium points in three-person matrix
game is proposed.

Keywords: three-person matrix game, Nash equilibrium, partially integer linear programming.



