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Santrauka. Atsitiktini ↪u dydži ↪u geometrinis maks (min) stabilumas pakankamai yra išnagrinėtas. Straips-
nyje mes praplečiame ši ↪a geometrinio stabilumo s ↪avok ↪a vektoriams. Ieškome ryšio tarp vektori ↪u geo-
metrinio maks stabilumo ir min stabilumo.

Raktiniai žodžiai: min stabilus, maks stabilus, vektori ↪u ekstremumai, perkėlimo teorema.

↪
Ivadas

Tarkime, kad (X1,Y1), (X2,Y2), . . . (XNn
,YNn

) yra nepriklausomi, vienodai pa-
siskirst

↪
e atsitiktiniai vektoriai su skirstinio funkcija F(x,y) = P (X1 � x,Y1 � y);

Nn, n � 1 – atsitiktiniai dydžiai,
↪
igyjantys natūrali

↪
asias reikšmes ir nepriklausomi nuo

(Xi,Yi ) i � 1.
Dvimači ↪u vektori ↪u maksimumo struktūra

ZNn
= (

Z
(1)
Nn

,Z
(2)
Nn

)
,

čia Z
(1)
Nn

= max(X1,X2, . . . ,XNn
), Z

(2)
Nn

= max(Y1,Y2, . . . ,YNn
).

Analogiškai

WNn
= (

W
(1)
Nn

,W
(2)
Nn

)
,

čia W
(1)
Nn

= min(X1,X2, . . . ,XNn
), W

(2)
Nn

= min(Y1,Y2, . . . ,YNn
).

Ateityje atsitiktin
↪
i dyd

↪
i Nn kartais žymėsime tiesiog N .

Tarkime, kad N skirstinys yra geometrinis:

P (N = k) = p(1 − p)k−1, k � 1.

1 APIBRĖŽIMAS. Skirstinio funkcij ↪a F(x,y) (arba vektori ↪u (X,Y)) vadiname geo-
metriškai maks stabili

↪
aja, jeigu egzistuoja tokios normalizavimo konstantos ap1, ap2

ir bp1 > 0, bp2 > 0, su kuriomis

P

(
Z

(1)
N − ap1

bp1
� x,

Z
(2)
N − ap2

bp2
� y

)
= F(x,y). (1)
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Geometrinis min stabilumas apibrėžiamas taip:

P

(
W

(1)
N − cp1

dp1
� x,

W
(2)
N − cp2

dp2
� y

)
= F(x,y). (2)

Vektori
↪

u geometrinio maks (min) stabilumo apibrėžimai yra [4] straipsnyje pateikt
↪

u
vienmači

↪
u atsitiktini

↪
u dydži

↪
u (arba skirstini

↪
u) geometrinio stabilumo analogas. Mini-

mame straipsnyje
↪
irodoma, kad vienmači

↪
u skirstini

↪
u atveju iš geometrinio maks sta-

bilumo išplaukia geometrinis min stabilumas ir atvirkščiai.
Mūs

↪
u tikslas patikrinti šio teiginio galiojim

↪
a atsitiktiniams vektoriams.

1. Teiginiai ir j
↪

u
↪
irodymas

Kai N yra geometrinis su parametru p, jo generuojančioji funkcija

gN(z) = EzN = pz

1 − (1 − p)z
. (3)

Kadangi

P
(
Z

(1)
k � xbp1 + ap1,Z

(2)
k � ybp2 + ap2

) = Fk(xbp1 + ap1, ybp2 + ap2), k � 1,

tai, panaudoj
↪
e pilnosios tikimybės formul

↪
e, gauname geometrinio maks stabilumo kri-

terij ↪u:

pF(xbp1 + ap1, ybp2 + ap2)

1 − (1 − p)F (xbp1 + ap1, ybp2 + ap2)
= F(x,y). (4)

Geometrinio min stabilumo kriterijus yra sudėtingesnis. Kadangi

P
(
W

(1)
N � xdp1 + cp1,W

(2)
N � ydp2 + cp2

) = 1 − P
(
W

(1)
N � xdp1 + cp1

)
− P

(
W

(2)
N � ydp2 + cp2

) + P
(
W

(1)
N � xdp1 + cp1,W

(2)
N � ydp2 + cp2

)
= 1 − gN

(
1 − F1(xdp1 + cp1)

) − gN

(
1 − F2(ydp2 + cp2)

)
+ gN

(
P (X1 � xdp1 + cp1,Y1 � ydp2 + cp2)

)
,

tai geometrinio min stabilumo kriterijus yra

1 − p(1 − F1(xdp1 + cp1))

1 − (1 − p)(1 − F1(xdp1 + cp1))
− p(1 − F2(ydp2 + cp2))

1 − (1 − p)(1 − F2(ydp2 + cp2))

+ p(P (X1 � xdp1 + cp1,Y1 � ydp2 + cp2))

1 − (1 − p)(P (X1 � xdp1 + cp1,Y1 � ydp2 + cp2))
= F(x,y). (5)

1 TEIGINYS. Tarkime, kad vektori
↪

u koordinatės yra nepriklausomos ir geometriškai
maks (min) stabilios. Tada vektoriai nėra geometriškai maks (min) stabilūs.

↪
Irodymas. Koordinači

↪
u geometrinio maks stabilumo kriterijus [4]

pF1(xbp1 + ap1)

1 − (1 − p)F1(xbp1 + ap1)
= F1(x) (6)
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ir
pF2(ybp2 + ap2)

1 − (1 − p)F2(ybp2 + ap2)
= F2(y) (7)

tenkinamas. Iš (4), (6) ir (7) išplaukia, kad

pF1(xbp1 + ap1)F2(ybp2 + ap2)

1 − (1 − p)F1(xbp1 + ap1)F2(ybp2 + ap2)

�= p2F1(xdp1 + cp1)F2(ydp2 + cp2)

(1 − (1 − p)F1(xdp1 + cp1))(1 − (1 − p)F2(ydp2 + cp2))

= F1(x)F2(y).

Geometrinio maks stabilumo nėra.
Analogiškai

↪
irodomas geometrinio min stabilumo nebuvimas, kai F(x,y) =

F1(x)F2(y).

1 pavyzdys. Tarkime, kad

F1(x) = 1 − 1
1 + xα

, F2(y) = 1 − 1
1 + yβ

, x,y � 0, α,β > 0. (8)

Nepriklausom
↪

u koordinači
↪

u atveju

F(x,y) = 1 − 1
1 + xα

− 1
1 + yβ

+ 1
1 + yβ + xα + xαyβ

.

Imdami ap1 = 0, ap2 = 0 ir bp1 = p− 1
α , bp2 = p

− 1
β , gauname:

p(1 − 1
1+xαp−1 )

1 − (1 − p)(1 − 1
1+xαp−1 )

= F1(x),
p(1 − 1

1+yβp−1 )

1 − (1 − p)(1 − 1
1+yβp−1 )

= F2(y). (9)

Tačiau

p
(
1 − 1

1+xαp−1

)(
1 − 1

1+yβp−1

)
1 − (1 − p)

(
1 − 1

1+xαp−1

)(
1 − 1

1+yβp−1

) = xαyβ

p + yβ + xα + yβxα
�= F(x,y), (10)

kai 0 < p < 1.
Analogiškai

1 − p(1 − F1(xp
1
α ))

1 − (1 − p)(1 − F1(xp
1
α ))

− p(1 − F2(yp
1
β ))

1 − (1 − p)(1 − F2(yp
1
β ))

+

+ p(P (X1 � xp
1
α ,Y1 � yp

1
β ))

1 − (1 − p)(P (X1 � xp
1
α ,Y1 � yp

1
β ))

=
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= 1 − 1

1 + xα
− 1

1 + yβ
+ 1

1 + yβ + xα + pxαyβ

�= F1(x)F2(x).

Taigi, geometrinio maks (min) stabilumo nėra.
Imkime priklausom

↪
u koordinači

↪
u skirstinio funkcij

↪
a

F(x,y) = 1

1 + y−β + x−α
, x > 0, y > 0. (11)

J
↪
a galima gauti iš skirstinio funkcijos

G(x,y) = xαyβ

p + yβ + xα + yβxα
, x > 0, y > 0,

esančios (10) s
↪

aryšyje, imdami p = pn = 1
n

, kai n → ∞ (tai būdinga perkėlimo teore-
mai [2]).

Nesunku
↪
isitikinti, kad marginaliosios skirstinio funkcijos

F1(x) = 1
1 + x−α

ir F2(y) = 1
1 + y−β

yra geometriškai maks (min) stabilios. Jos sutampa su (8) skirstinio funkcijomis.

2 TEIGINYS. Iš F(x,y) geometrinio maks stabilumo bendru atveju neišplaukia
geometrinis min stabilumas.

↪
Irodymas. Imkime skirstinio funkcij

↪
u F(x,y) apibrėžt

↪
u (11) s

↪
aryšiu. Kadangi

pF(xp− 1
α , yp

− 1
β )

1 − (1 − p)F (xp− 1
α , yp

− 1
β )

= 1
1 + x−α + y−β

,

tai F(x,y) yra geometriškai maks stabili. Tačiau geometrinio min stabilumo kriteri-
jus (5) nėra išpildytas.

Pateiksime perkėlimo teoremos atsitiktini
↪

u dydžiu atveju [3] analog
↪
a atsitiktiniams

vektoriams [1].

1 TEOREMA. Tarkime, kad atsitiktinis dydis Nn yra geometrinis su parametru
pn = 1

n
. Jeigu

lim
n→∞n

(
1 − F(xbn1 + an1, ybn2 + an2)

) = u(x,y),

tai

lim
n→∞ P

(
Z

(1)
Nn

− an1

bnp1
� x,

Z
(2)
Nn

− an2

bn2
� y

)
= �(x,y);

čia skirstinio funkcija

�(x,y) = 1

1 + u(x,y)
.
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↪
Irodymas analogiškas vienmačiam atvejui [3], panaudojant lygyb

↪
e:

lim
n→∞P

(
Nn

n
� x

)
= 1 − e−x .

3 TEIGINYS. Skirstinio funkcija �(x,y) yra geometriškai maks stabili, kai
n · u ( x bn1 + an1, ybn2 + an2) = u(x,y).

↪
Irodymas.

↪
Irodymas išplaukia iš s

↪
aryši

↪
u:

pn
�(xbn1 + an1, ybn2 + an2)

1 − (1 − pn)�(xbn1 + an1, ybn2 + an2)

= pn

pn + u(xbn1 + an1, ybn2 + an2)

= 1
1 + n · u(xbn1 + an1, ybn2 + an2)

.

Pastebėsime, kad funkcijos

u(x,y) = x−α + y−β, u(x,y) = e−x + e−y, u(x,y) = (−x)α + (−y)β,

u(x,y) = e−x + y−β ir t. t.

tenkina 3 teiginio s
↪

alygas.
Analogiškus uždavinius galime spr

↪
esti minimum

↪
u schemoje.
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SUMMARY

A. Aksomaitis, I. Ivanovienė. Geometric max stability of random vectors

Geometric max (min) stability of random variables is investigated enough. In this article, geometric sta-
bility concept is extended for the vectors. We also search connections between the geometric max (min)
stability and max (min) stability of vectors.

Keywords: min stable, max stable, extremes of vectors, transfer theorem.


