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Tikimybini ↪u skirstini ↪u asimptotiniai skleidiniai
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Santrauka. Darbe nagrinėjamos nepriklausom ↪u sveikaskaitini ↪u vienodai pasiskirsčiusi ↪u atsitiktini ↪u dy-
dži ↪u serijos, tenkinančios būtinas ir pakankamas s ↪alygas, kad atsitiktini ↪u dydži ↪u sum ↪u tikimybiniai skirs-
tiniai silpnaikonverguot ↪u ↪i sudėtinioPuasono dėsnio tikimybin↪i skirstin↪i.Atsitiktini ↪u dydži ↪u sumos tikimy-
biniui skirstiniui, pritaikius H. Bergstremo tapatyb ↪e, gauti “ilgi” asimptotiniai skleidiniai. Jie apibendrina
B. Grigelionio asimptotinius skleidinius.

Raktiniai žodžiai: nepriklausom ↪u atsitiktini ↪u dydži ↪u serijos, sudėtinis Puasono skirstinys, Bergstremo–
Grigelionio asimptotinis skleidinys.

↪
Ivadas

B. Grigelionis darbuose [1,2] nagrinėjo nepriklausom
↪

u sveikaskaitini
↪

u atsitiktini
↪

u dy-
dži ↪u

ξn1, ξn2, . . . , ξnkn
, (1)

sumos

ζn = ξn1 + ξn2 + · · · + ξnkn
, (2)

tikimybinio skirstinio Fn(x) = P {ζn < x} aproksimavim
↪
a sudėtiniu Puasono tikimy-

biniu skirstiniu G(x; {π}), kurio charakteringoji funkcija yra

Ĝ(t) = exp
{∑

k �=0

(
eitk − 1

)
π(k)

}
,

čia π(k) � 0 ir
∑

k �=0 π(k) < ∞. Darbe [2] yra reikalaujama, kad

lim
n→∞ max

1�j�kn

(
1 − P {ξnj = 0}) = 0 (3)

bei galiot
↪

u būtinos ir pakankamos s
↪

alygos, užtikrinančios Fn(x) silpn
↪
a konvergavim

↪
a

↪
i G(x; {π}), t.y.

lim
n→∞

kn∑
j=1

P {ξnj = k} = π(k), k �= 0 (4)
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ir

lim
n→∞

kn∑
j=1

(
1 − P {ξnj = 0}) =

∑
k �=0

π(k). (5)

Esant šioms s
↪
alygoms, B. Grigelionis [2] sukonstravo asimptotin

↪
i skleidin

↪
i Fn(x) ir

↪
ivertino liekam

↪
aj

↪
i nar

↪
i Fn(x) − Fn(x).

Savo darbe [3] mes parodėme, kaip galima pereiti nuo skirtingai pasiskirsčiusi
↪

u at-
sitiktini ↪u dydži ↪u nagrinėjimo prie vienodai pasiskirsčiusi ↪u, todėl šiame straipsnyje na-
grinėsime nepriklausom

↪
u, vienodai pasiskirsčiusi

↪
u, sveikaskaitini

↪
u atsitiktini

↪
u dydži

↪
u

sek
↪

a (1).
Toliau nagrinėsime skirtumo

�n(x) = Fn(x) − G(x; {π}) (6)

asimptotin
↪
i elges

↪
i. Šio skirtumo asimptotinės formulės pirmiausia priklausys nuo

(3) s
↪

alygos, o po to ir nuo (4), (5) s
↪

alyg
↪

u, t.y. asimptotiniuose skleidiniuose narius
būtina grupuoti, atsižvelgiant

↪
i (3), (4), (5) rib

↪
u greičius (jie gali būti skirtingi).

1. Bergstremo–Grigelionio skleidiniai charakteringosioms funkcijoms

Atsitiktini
↪

u dydži
↪

u ξnj , j = 1,2, . . . , kn ir ζn charaktering
↪
asias funkcijas atitinkamai

žymėsime F̂n1(t) ir F̂n(t). Mūs
↪

u nagrinėjamu atveju

F̂n1(t) =
∞∑

m=−∞
eitmP {ξn1 = m} =

∞∑
m=−∞

eitmpn1(m) = pn1(0) +
∑
m �=0

eitmpn1(m).

Pastebėsime, kad

F̂n1(t) − 1 = (
1 − pn1(0)

)(
Ĝ

(1)
n1 (t) − 1

)
, (7)

ir
F̂n1(t) − 1 = pn1(1)

(
eit − 1

) + (
1 − pn1(0) − pn1(1)

)(
Ĝ

(2)
n1 (t) − 1

)
, (8)

čia

Ĝ
(1)
n1 (t) =

∑
m �=0

eitm pn1(m)

1 − pn1(0)
, Ĝ

(2)
n1 (t) =

∑
m �=0,1

eitm pn1(m)

1 − pn1(0) − pn1(1)

charakteringosios funkcijos.
Kaip ir darbe [2], pažymėkime

S = {
k ∈ Z\{0}∣∣π(k) > 0

}
, πn(k) = knpn1(k).

Tada galime rašyti

F̂n1(t) − 1 = 1
kn

∑
k∈S

(
eitk − 1

)
π(k) + 1

kn

∑
k∈S

(
eitk − 1

)(
πn(k) − π(k)

)
+ dn1

∑
k/∈S

(
eitk − 1

)pn1(k)

dn1
,
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čia

dn1 = 1 − pn1(0) −
∑
k∈S

pn1(k) =
∑
k/∈S

pn1(k).

Pažymėkime

g1(t) =
∑
k∈S

(
eitk − 1

)(
πn(k) − π(k)

)
ir g2(t) =

∑
k/∈S

eitk pn1(k)

dn1
.

Pastebėsime, kad g2(t) yra charakteringoji funkcija.
Vadinasi,

kn

(
F̂n1(t) − 1

) =
∑
k∈S

(
eitk − 1

)
π(k) + g1(t) + kndn1

(
g2(t) − 1

)
. (9)

Iš s
↪
alyg

↪
u (3), (4), (5) išplaukia, kad, kai n → ∞,

πn(k) − π(k) → 0, kai k ∈ S

ir

πn(k) = knpn1(k) → 0, kai k /∈ S.

Pasinaudoj
↪
e (7), (8), (9) lygybėmis, (1) atsitiktini ↪u dydži ↪u sekos tikimybi ↪u begalinio

mažumo (3) s
↪

alyga ir atlik
↪
e skaičiavimus, kuriuos čia praleidžiame,

↪
irodome teorem

↪
a:

1 TEOREMA (Bergstremo–Grigelionio skleidinys). Visiems t ∈ R ir n ∈ A1 =
{n ∈ N|pn(0) > 3

4} teisinga lygybė

F̂n(t) = exp
{
kn

(
1 − pn1(0)

)(
Ĝ

(1)
n1 (t) − 1

)}
×

{
1 +

s∑
ν=1

(−1)ν
(
kn

ν

) ∞∑
k=0

((
1 − pn1(0)

)(
Ĝ

(1)
n1 (t) − 1

))2ν+k
P {µν = k}

+
(

kn

s + 1

) ∞∑
l=0

∞∑
j=1

j−1∑
k=0

(−1)s+l+j+1qjk

((
1−pn1(0)

)(
Ĝ

(1)
n1 (t) −1

))2(s+1)+l+j+k+1

× P {µs+1 = l}E(kn − θs+1)
k+1

}
,

čia

P {µν = k} = 1
2π

π∫
−π

e−itk

( ∞∑
l=0

eitl l + 1
(l + 2)!

)ν

dt,

atsitiktinis dydis θs+1 yra pasiskirst
↪
es pagal neigiam

↪
a hipergeometrin

↪
i dėsn

↪
i, t.y.

P {θs+1 = m} =
(
m−1

s

)(
kn

s+1

) , m = s + 1, . . . , kn
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ir |E(kn − θs+1)
k+1| � (kn − s − 1)k+1,

qjk =
∑

ν1+2ν2+···+jνj =j

ν1+ν2+···+νj =k+1

1
ν1!ν2! . . . νj !

(
1
2

)ν1
(

1
3

)ν2

. . .

(
1

j + 1

)νj

,

be to, qjk � 1
2 , k = 1,2, . . . , j − 1, j = 1,2, . . . .

2. Bergstremo–Grigelionio skleidiniai tikimybiniams skirstiniams

Šiame skyrelyje nagrinėsime skirtum
↪
a

P {ζn = r} − P {� = r},
čia

P {� = r} = 1
2π

π∫
−π

e−itr exp
{∑

k∈S

(
eitk − 1

)
π(k)

}
dt,

visiems r = 0,±1,±2, . . . .
Suformuluosime dar vien ↪a teorem ↪a:

2 TEOREMA. Visiems r = 0,±1,±2, . . . ir n ∈ A1 = {n ∈ N |pn(0) > 3
4} teisinga

lygybė

P {ζn = r} = P {� = r} ∗
∞∑

l1=0

1
l1!

(
πn(r) − π(r)

)∗l1 ∗
∞∑

l2=0

1
l2!e

−kndn1

(
pn1(r)

dn1

)∗l2

+
s∑

ν=1

(
kn

ν

) ∞∑
k=0

(−1)ν+k

(
1
kn

)2ν+k( d2ν+k

dλ2ν+k
Qλ(r)

∣∣∣∣
λ=1

)
P {µν = k}

+
(

kn

s + 1

) ∞∑
l=0

∞∑
j=1

j−1∑
k=0

(−1)s+l+j+1qjk

(
1
kn

)2(s+1)+l+j+k+1

×
(

d2(s+1)+l+j+k+1

dλ2(s+1)+l+j+k+1
Qλ(r)

∣∣∣∣
λ=1

)
P {µs+1 = l}E(kn − θs+1)

k+1,

čia

Qλ(r) = 1
2π

π∫
−π

e−itr exp
{
λkn

(
1 − pn1(0)

)(
Ĝ

(1)
n1 (t) − 1

)}
dt.

1 ir 2 teorem
↪

u
↪
irodymus paskelbsime kitame straipsnyje.



Tikimybini ↪u skirstini ↪u asimptotiniai skleidiniai 411

Literatūra
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SUMMARY

A. Bikelis, K. Padvelskis. Asymptotic expansions of probability distributions

Asymtotic expansions for the probabilitydistributionsof sums of independent random variablesare studied
in this paper.

Keywords: series of independent random variables, compound Poisson distribution, Bergström–Grigelio-

nis’ asymtotic expansions.


