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Saulėtekio al. 11, LT-10223 Vilnius

2 Vytauto Didžiojo universitetas, Informatikos fakultetas
Vileikos g. 8, LT-44404 Kaunas

el. paštas: k.padvelskis@if.vdu.lt; marius@post.omnitel.net

Santrauka. Darbe nagrinėjamos nepriklausom ↪u atsitiktini ↪u dydži ↪u tikimybini ↪u skirstini ↪u s ↪asūkos. S ↪asūk ↪u
palyginimui gauta asimptotinė formulė, kurioje yra panaudotos apibendrint ↪u mat ↪u s ↪asūkos.

Raktiniai žodžiai: sudėtinis Puasono skirstinys, Bergstremo tapatybė, Grigelionio asimptotinis skleidinys.

↪
Ivadas

B. Grigelionis darbuose [2,3] nagrinėjo nepriklausom
↪

u sveikaskaitini
↪

u atsitiktini
↪

u dy-
dži

↪
u

ξn1, ξn2, . . . , ξnkn
, (1)

sumos

ζn = ξn1 + ξn2 + · · · + ξnkn
, (2)

tikimybinio skirstinio Fn(x) = P {ζn < x} aproksimavim
↪
a sudėtiniu Puasono dėsnio

tikimybiniu skirstiniu G(x; {π}), kurio charakteringoji funkcijas yra

Ĝ(t) = exp

{∑
k �=0

(
eitk − 1

)
π(k)

}
,

čia π(k) � 0 ir
∑

k �=0 π(k) < ∞. Darbe [3] yra reikalaujama, kad

lim
n→∞ max

1�j�kn

(
1 − P {ξnj = 0}) = 0 (3)

bei galiot
↪

u s
↪

alygos, užtikrinančios Fn(x) silpn
↪
a konvergavim

↪
a

↪
i G(x; {π}), t.y.

lim
n→∞

kn∑
j=1

P {ξnj = k} = π(k)



Apibendrint ↪u mat ↪u s ↪asūkos 427

ir

lim
n→∞

kn∑
j=1

(
1 − P {ξnj = 0}) =

∑
k �=0

π(k).

Esant šioms s
↪
alygoms, B. Grigelionis [3] sukonstravo asimptotin

↪
i skleidin

↪
i Fn(x) ir

↪
ivertino liekam ↪aj

↪
i nar

↪
i Fn(x) − Fn(x).

Dažnai nepriklausom
↪

u nevienodai pasiskirsčiusi
↪

u atsitiktini
↪

u dydži
↪

u skirstini
↪

u
s

↪
asūk

↪
u nagrinėjimas yra sudėtingas, todėl mes siūlome pereiti prie vienod

↪
u tikimy-

bini
↪

u skirstini
↪

u s
↪
asūk

↪
u, t.y. mes konstruojame nepriklausom

↪
u sveikaskaitini

↪
u vienodai

pasiskirsčiusi ↪u atsitiktini ↪u dydži ↪u sek ↪a

ηn1,ηn2, . . . , ηnkn
, (4)

su pasiskirstymo funkcija

Gn(x) = P {ηn1 < x} = 1
kn

kn∑
j=1

P {ξnj < x} (5)

ir nagrinėjame skirtum
↪
a

�n(x) = Fn(x) − G∗kn
n (x), (6)

čia simbolis ∗ žymi nurodyt
↪

u pasiskirstymo funkcij
↪

u s
↪

asūk
↪

a, t.y. G
∗kn
n (x) yra sumos

ηn = ηn1 + ηn2 + · · · + ηnkn
pasiskirstymo funkcija.

Pasinaudoj
↪
e H. Bergstremo [1] tapatybe

F ∗n(x) = G∗n(x) +
s∑

ν=1

(
n

ν

)
(F − G)∗ν ∗ G∗(n−ν)(x) + r(s+1)

n ,

čia s � 1, F (x) ir G(x) – pasiskirstymo funkcijos, o

r(s+1)
n =

n∑
m=s+1

(
m − 1

s

)
F ∗(n−m) ∗ (F − G)∗(s+1) ∗ G∗(m−s−1)(x),

gauname

G∗kn
n (x) =

s∑
ν=0

(
kn

ν

)(
Gn(x) − G

∗ 1
kn

(
x; {π}))∗ν ∗ G

∗ kn−ν
kn

(
x; {π}) + r

(s+1)
kn

.

1. Charaktering
↪

uj
↪

u funkcij
↪

u asimptotiniai skleidiniai

Atsitiktini
↪

u dydži
↪

u ξnj ir ζn charaktering
↪
asias funkcijas atitinkamai žymėsime F̂nj(t)

ir F̂n(t). Tada atsitiktinio dydžio ηn1 charakteringoji funkcija yra

Ĝn(t) = 1

kn

kn∑
j=1

F̂nj(t).



428 K. Padvelskis, A. Bikelis

Kadangi atsitiktiniai dydžiai ξnj ir ηnj yra sveikaskaitiniai, tai

F̂nj (t) =
∞∑

m=−∞
eitmP {ξnj = m} =

∞∑
m=−∞

eitmpnj (m)

ir

Ĝn(t) =
∞∑

m=−∞
eitmP {ηn1 = m} =

∞∑
m=−∞

eitm 1
kn

kn∑
j=1

pnj (m) =
∞∑

m=−∞
eitmpn(m).

Šiuo atveju (3) s
↪

alyg
↪

a užrašome taip

lim
n→∞

(
1 − pn(0)

) = 0.

Pastebėsime, kad Ĝn(t) �= 0 visiems t ∈ R, kai n ∈ A1 = {n ∈ N |pn(0) > 3
4 }.

Vietoje (6) nagrinėsime skirtum
↪
a

�̂n(t) = F̂n(t) − Ĝkn
n (t) =

kn∏
r=1

F̂nr(t) − Ĝkn
n (t). (7)

Kai n ∈ A1, gauname

F̂n(t) = Ĝkn
n (t)exp

{
kn∑

r=1

log
(

1 + F̂nr (t) − Ĝn(t)

Ĝn(t)

)}
. (8)

Akivaizdu, kad |Ĝn(t)| � 2pn(0) − 1 > 1
2 visiems t ∈ R ir n ∈ A1. Be to,

F̂nr(t) − Ĝn(t) =
∞∑

m=−∞
eitm 1

kn

kn∑
j=1

(
pnr(m) − pnj(m)

) =
∞∑

m=−∞
eitmqnr (m).

Pažymėkime

qn = max
1�r�kn

∞∑
m=−∞

1

kn

∣∣∣∣∣
kn∑

j=1

(
pnr(m) − pnj(m)

)∣∣∣∣∣.
Pastebėsime, kad qn = 0, jei (1) sekoje atsitiktiniai dydžiai turi vienodus tikimybi

↪
u

skirstinius. Akivaizdu, kad qn � 2.

Pažymėkime A2 = {n ∈ N |5qn < 2pn(0) − 1}. Tada, kai n ∈ A1
⋂

A2, turime∣∣∣∣ F̂nr(t) − Ĝn(t)

Ĝn(t)

∣∣∣∣ <
4
5
,

visiems t ∈ R ir r = 1,2, . . . , kn.
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Dabar (8) formul
↪
e, kai n ∈ A1

⋂
A2, galime parašyti

F̂n(t) = Ĝkn
n (t)exp

{
kn∑

r=1

∞∑
l=2

(−1)l+1

l

(
F̂nr (t) − Ĝn(t)

Ĝn(t)

)l}
. (9)

Šioje formulėje išnaudojome tapatyb
↪
e

kn∑
r=1

F̂nr(t) − Ĝn(t)

Ĝn(t)
≡ 0.

Toliau

F̂n(t) = Ĝkn
n (t)exp

{ ∞∑
l=2

(−1)l+1

l

(
1
kn

)l kn∑
r=1

(
kn(F̂nr(t) − Ĝn(t))

Ĝn(t)

)l
}

= Ĝkn
n (t)exp

{ ∞∑
j=1

(−1)j

j + 1

(
1
kn

)j 1
kn

kn∑
r=1

(
kn(F̂nr(t) − Ĝn(t))

Ĝn(t)

)j+1
}

= Ĝkn
n (t)

(
1 +

∞∑
j=1

(
1
kn

)j

βj(t)

)
, (10)

čia

βj (t) =
∑

ν1+2ν2+···+jνj=j

(−1)ν1+···+νj

ν1! · · · νj !
j∏

l=1

(
αl(t)

l + 1

)νl

,

αl(t) = 1
kn

kn∑
r=1

(
kn(F̂nr(t) − Ĝn(t))

Ĝn(t)

)l+1

.

Atlik
↪
e skaičiavimus, kuriuos čia praleidžiame, gauname

βj (t) =
∞∑

m=−∞
eitm

∑
ν1+2ν2+···+jνj=j

j∏
l=1

(
− 1

kn(l + 1)νj !
kn∑

r=1

Q∗(l+1)
r (m)

)∗νl

, (11)

čia daugianariai Q∗l
r (m) priklauso nuo tikimybi

↪
u pnr(m), r = 1,2, . . . , kn.

Iš (10) ir (11) lygybi ↪u gauname skirtumo �̂n(t) = F̂n(t) − Ĝ
kn
n (t) formal ↪uj

↪
i sklei-

din
↪
i.

2. Tikimybi
↪

u P {ζn = k} ir P {ηn = k} palyginimas

Tegul galioja (3) s ↪alyga ir n ∈ A1
⋂

A2. Iš (10) ir (11) lygybi ↪u gauname

F̂n(t) = Ĝkn
n (t) + Ĝkn

n (t)

∞∑
m=−∞

eitmLn(m), (12)
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čia

Ln(m) =
∞∑

j=1

(
1

kn

)j ∑
ν1+2ν2+···+jνj=j

j∏
l=1

(
− 1

kn(l + 1)νj !
kn∑

r=1

Q∗(l+1)
r (m)

)∗νl

.

Tačiau (1) sekoje atsitiktiniai dydžiai yra sveikaskaitiniai, tai

P {ζn = k} = P {ηn = k} +
∞∑

m=−∞
P {ηn = k − m}Ln(m)

= P {ηn = k} + G∗kn
n ∗ Ln(k), (13)

visiems k = 0,±1,±2, . . . .
Gautoje (13) lygybėje liekamojo nario

↪
ivert

↪
i paskelbsime kitame straipsnyje.

Literatūra
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SUMMARY

K. Padvelskis, A. Bikelis. Convolutions of generalized measures

The convolutions of probability distributions of independent random variables are analysed in this paper.

Keywords: compound Poisson distribution, Bergström’s identity, Grigelionis’ asymtotic expansion.


