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Резюме. Пусть Kn(D) – класс аналитических в D функций, для которых n-ая разделен-
ная разность [F(z); z0, . . . , zn] не обращается в нуль при любых z0, . . . , zn ∈ D. Область D

называется максимальнойKn-областью семейства T аналитических в области D функций,
если при присоединении к области D какой-либо окрестности произвольной граничной
точки найдется функция из T , уже не принадлежащая классу Kn в расширенной области.
Максимальная область однолистности, т.е. максимальная K1-область была рассмотрена
болгарским математиком Л. Чакаловым. В данной работе в качестве Kn-областей рассма-
триваются угловые области.Мы находиммаксимальныеKn-области для двух специального
вида семейств рациональных функций.
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Введение. Определим n-ую разделенную разность аналитической в
односвязной области D функции F(z) формулой (см. [1])

[F(z); z0, . . . , zn] = 1

2π !
∫
�

F (ξ)dξ

(ξ − z0) . . . (ξ − zn)
,

где � – простой замкнутый контур, расположенный в области D и ох-
ватывающий все точки z0, . . . , zn ∈ D.
Через Kn(D) обозначим класс аналитических в D функций для кото-

рых n-ая разделенная разность [F(z0; z0, . . . , zn] �= 0 при любых z0, . . . , zn ∈
D (см. [2]).
Область D называется Kn-областью семейства T аналитических в D

функций, если любая функция F(z) из этого семейства принадлежит клас-
су Kn в области D, т.е. если F(z) ∈ Kn(D).
Область D называется максимальной Kn-областью семейства T анали-

тических в области D функций, если она обладает следующим свойством:
при присоединении к области D какой-либо окрестности произвольной
граничной точки, всегда найдется функция из T , уже не принадлежащая
классу Kn в расширенной области. Например, для семейства многочленов
F(z) = zn + azn+1, где |a| � 1/(n + 1), единичный круг |z| < 1 является мак-
симальной Kn-областью. Для семейства многочленов P (z) = zn + a1z

n−1 +
. . . + an−1z + an ее Kn-областью будет комплексная плоскость. Эта Kn-
область является и максимальной Kn-областью. Заметим, что здесь ком-



О максимальных Kn-областях для некоторых семейств рациональных функций 61

плексная плоскость является единственной максимальной Kn-областью
для семейства указанных выше многочленов.
Для одного и того же семейства может существовать более одной

максимальной Kn-области. Возьмем, например, простой случай, когда се-
мейство T состоит из одной функции F(z) = z2. Тогда его максимальной
Kn-областью (т.е. максимальной областью однолистности) может служит
любая полуплоскость, ограниченная прямой, проходящей через нача-
ло координат. Имеются и более сложные задачи отыскания макси-
мальных областей однолистности, например (см. [3]), определение макси-
мальной области однолистности гамма-функции. Пока неизвестна макси-
мальная Kn-область показательной функции F(z) = ez при n � 2. Конечно,
количество примеров можно увеличить.
Максимальная область однолистности, т.е. максимальная K1-область

была рассмотрена Л. Чакаловым в [4]. При n � 2 понятие Kn-областей
было впервые введено Э.Г. Кирьяцким (см.[5]).
В данной работе в качестве Kn-областей рассматриваются угловые

области. Мы находим максимальные Kn-области для двух специального
вида семейств рациональных функций.

1. Через D(α) обозначим угловую область, ограниченную сторонами
угла U(α) величиной α с вершиной в точке ξ . Через D∗(α) обозначим
угловую область, ограниченную сторонами угла U∗(α), вертикального по
отношению к углу U(α).

Теорема 1. Пусть T +(U(α)) – семейство многочленов вида

F(z) =
p∑

k=1

Ak(z − ak)
m,

где m – натуральное число, |argAk| � γ , 0� γ < π/2, ak ∈ U∗(α), α = (π −
2γ )/(m − n), m > n. Тогда любая функция F(z) из семейства T +(U(α))

принадлежит классу Kn(D(α)) и угловая область D(α), ограниченная
углом U(α) с вершиной в точке ξ является максимальной Kn-областью
семейства T +(U(α)).

Доказательство. Пусть z0, z1, . . . , zn ∈ D(α). Известна формула (см. [6])

[
(z − ak)

m; z0, . . . , zn

] =
∑

m0+...+mn=m−n

(z0 − ak)
m0(z1 − ak)

m1 . . . (zn − ak)
mn,

(1)

где сумма распространена на все неотрицательные целые числа m0, . . . ,mn.
Пользуясь свойствами разделенных разностей, получим (см. [2])

[F(z); z0, . . . , zn] =
p∑

k=1

∑
m0+...+mn=m−n

Ak(z0 − ak)
m0 . . . (zn − ak)

mn .
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В силу выбора точек z0, z1, . . . , zn существует число λ такое, что

λ − π − 2γ

2(m − n)
< arg(zj − ak) < λ + π − 2λ

2(m − n)
, k = 1,2, . . . ,p.

Отсюда, с учетом условий теоремы 1, легко получим

λ(m − n) − π

2
<argAk(z0 − ak)

m0 . . . (zn − ak)
mn< λ(m − n) + π

2
k=1,2, . . . ,p.

Значит, все значения разделенной разности (1) при любых z0, . . . , zn ∈
D(α) лежат в одной плоскости. По лемме Гаусса (см.[7]) следует, что
[F(z); z0, . . . , zn] �= 0 при любых z0, z1, . . . , zn ∈ D(α). Отсюда заключаем,
что область D(α) является Kn-областью для семейства T +(U(α)).
На стороне угла U(α) возьмем произвольным образом точку ψ и

ее круговую окрестность достаточно малого радиуса. В этой круговой
окрестности существует точка ζ , которая не принадлежит замыканию
D̄(α). Так как α > 0, то существует угол с вершиной в точке ζ , стороны
которого пересекают стороны угла U∗(α), причем этот угол можно взять
величиной α. Отметим точки пересечения b1, b2 и возьмем в семействе
T +(U∗(α)) функцию

F0(z)=λ1e
−iγ (z−b1)

m+λ2e
iγ (z − b2)

m, где λ1= 1
|ζ −b1|m−n

, λ2= 1
: ζ −b2|m−n

.

Заметим, что |arg(ζ − b1)/(ζ − b2)| = α. Теперь легко понять, что F
(n)
0 (ζ ) =

0. Но тогда (см. [2]) функция F0(z) /∈ Kn(D0), где область D0 является
расширением угловой области D(α) за счет точки ψ . Отсюда заключаем,
что угловая область U(α), ограниченная углом с вершиной в точке ξ ,
является максимальной Kn-областью для семейства T +(U(α)).

2. Теорема 2. Пусть T −(U(α)) – семейство рациональных функций

F(z) =
p∑

k=1

Ak

(z − ak)
m

,

где m – натуральное число, |argAk| � γ , 0 � γ < π/2, αk ∈ U∗(α), α =
(π − 2γ )/(m + n). Тогда любая функция F(z) из семейства T −(U(α)) при-
надлежит классу Kn(D(α)) и угловая область D(α), ограниченная углом
U(α) с вершиной в точке ξ является максимальной Kn-областью се-
мейства T −(U(α)).

Доказательство. Пусть z0, z1, . . . , zn произвольные точки угловой
области D(α). Пользуясь элементарными свойствами разделенных разнос-
тей, получим (см. [2])

[F(z); z0, . . . , zn]=(−1)n
p∑

k=1

∑
m0+...+mn=m+n

Ak

(z0−ak)
m0(z1−ak)

m1 . . . (zn−ak)
mn

, (2)
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где вторая сумма распространена на все неотрицательные целые числа
m0,m1, . . .mn. Для точек z0, z1, . . . , zn существуют соответствующие точки
ζ0, ζ1, . . . , ζn ∈ M такие, что∣∣∣∣arg

zj − ζj

zj − ak

∣∣∣∣ <
π − 2γ

2(m + n)
, j = 0,1, . . . ,n, k = 1, . . . ,p.

Значит,∣∣∣∣argAk

(
z0 − ζ0

z0 − ak

)m0
(

z1 − ζ1

z1 − ak

)m1

. . .

(
zn − ζn

zn − ak

)mn
∣∣∣∣ <

π

2
, k = 1, . . . ,p.

Отсюда следует существование чисел c1, . . . , cp со свойством

ck − π

2
<

Ak

(z0 − ak)m0 . . . (zn − ak)mn
< ck + π

2
, k = 1, . . . ,p.

Последние неравенства означают, что точки

Ck(m0,m1, . . . ,mn) = Ak

(z0 − ak)
m0 . . . (zn − ak)

mn
, k = 1, . . . ,p,

расположены по одну сторону от некоторой прямой. Тогда точки

∑
Ck(m0,m1, . . . ,mn), где m0 + m1 + . . . + mn = m +n и mi � 0, 1� k � p,

также расположены по одну сторону от некоторой прямой. Теперь легко
понять, что все значения разделенной разности (2) принадлежат полу-
плоскости. По лемме Гаусса следует, что [F(z); z0, . . . , zn] �= 0 при любых
z0, z1, . . . , zn ∈ D(α). Отсюда заключаем, что область D(α) является Kn-
областью.
На стороне угла U(α) возьмем произвольным образом точку ψ и

ее круговую окрестность достаточно малого радиуса. В этой круговой
окрестности существует точка ζ , которая не принадлежит замыканию
D̄(α). Так как α > 0, то существует угол с вершиной в точке ζ , стороны
которого пересекают стороны угла U∗(α), причем этот угол можно взять
величиной α. Отметим точки пересечения b1, b2 и возьмем в семействе
T −(U∗(α)) функцию

F0(z) = λm+n
1 e−iλ

(z − b1)
m

+ λm+n
2 eiλ

(z − b2)
m

, λ1 = |ζ − b1|, λ2 = |ζ − b2|.

Заметим, что |arg(ζ − b1)/(ζ − b2)| = α. Теперь легко понять, что F
(n)
0 = 0.

Но тогда функция F0(z) /∈ Kn(D0), где область D0 является расширением
угловой области D(α) за счет точки ψ . Отсюда заключаем, что угловая
область D(α), ограниченная углом U(α) с вершиной в точке ξ , является
максимальной Kn-областью для семейства T −(U(α)).
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Следствие 1. Пусть выполнены условия теоремы 1 и n = 1. Тогда
область D(α) является максимальной областью однолистности для
семейства T +(U(α)).
Пусть выполнены условия теоремы 2 и n = 1. Тогда область

D(α) является максимальной областью однолистности для семейст-
ва T −(U(α)).

Следствие 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда любая
функция F(z) из семейства T +(U(α)) образует с функциями 1, z, . . . , zn−1

систему Чебышева в области D(α), т.е. уравнение

c0 + c1z + . . . + cn−1z
n−1 + F(z) = 0

при любых c0, . . . , cn−1 имеет не более n − 1 корней в области D(α).
Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда любая функция F(z) из

семейства T −(U(α)) образует с функциями 1, z, . . . , zn−1 систему Чебыш-
ева в области D(α), т.е. уравнение

c0 + c1z + . . . + cn−1z
n−1 + F(z) = 0

при любых c0, . . . , cn−1 имеет не более n − 1 корней в области D(α).
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REZIUMĖ

J. Kirjackis, E. Kirjackis. Apie kai kurių racionaliųjų funkcijų klasių maksimaliąsias Kn sritis

Tegul Kn(D) yra klasė funkcijų analizinių srityje D tokių kad [F(z); z0, . . . , zn] �= 0 bet kuriems
z0, . . . , zn ∈ D.

Sritį D vadinsime maksimali ˛ajaKn sritimi funkcijų šeimosT , jeigu bet kuriai aplinkaiε(ψ) ribinio
taškoψ iš D egzistuoja funkcija išT nepriklausantiKn(D � ε(ψ)). Maksimalioji vienalapiškumo sritis,
t.y maksimaliojiKn-sritis buvo nagrin˙eta Bulgarijos matematiko L.̌Ciakalovo.

Straipsnyje nagrin˙ejamos kampin˙esKn-sritys. NustatomosKn-sritys dviem specialioms racionaliu˛jų
funkcijų klasėms.

Raktiniai žodžiai: analizinės funkcijos, padalyti skirtumai, kampin˙es sritys.
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SUMMARY

J. Kirjackis, E.G. Kiryatzkii. On maximal Kn domains for certain families of rational functions

Let Kn(D) be a class of analytic in domainD functions such that[F(z); z0, . . . , zn] �= 0 for any
z0, . . . , zn ∈ D.

The domainD is called by maximalKn-domain of the familyT of functions which are analytic inD,
if for any neighborhoodε(ψ) of any boundary pointψ of D there exists a function fromT which does not
belong toKn(D � ε(ψ)). The maximal domain of univalence, i.e., maximalK1 domain was investigated
by Bulgarian mathematician L. Chakalov.

In this paper as maximalKn-domains the angular domains are examined.Kn-domains for two special
classes of rational functions are established.

Keywords: analytic function, divided difference, angular domain.


