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Apie vidurkinimo operatoriaus aproksimagij
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Reziumeé. Pasillytas algoritmas kvaziperiodimfunkciju vidurkinimo operatoriaus aproksimacijoms kon-
struoti. Algoritmas leidZia konstruoti diferencialiniyg€iy su mazuoju parametru asimptotinius artinius,
tolygiai tinkamus ilgame laiko intervale.

Raktiniai ZodZiainetiesiniai svyravimai, rezonansai, mazieji vardikliai, vidurkinimas.

1. Vidurkinimo metodas taikomas papragt diferencialinu lygcCiu, lyg€iu daliremis
iSvestiremis, integralini lygCiu asimptotieje analigje. Jo igja — atskirti tam tiky
funkciju integral) pagrindirg dal nuo osciliuojarmiosios dalies.

Tarkime, kadf (r): R — R yra periodire funkcija. Tada

t
/ F)ds = (f) 1 + F (o), )
0

T t
(f) = Tlim T-1 [ f(s)ds yra funkcijos £ (t) vidurkis, F(t) = [(f(s) — (f))ds —
— 00 0 0
periodire funkcija.
Jei funkcija f (r) néra periodie, F(¢) (1) formulkje gali hifi neapezta, kair €
[0, +00). Tafiau asimptotieje analieje paprastai svarbus jos augimo greitis baig-
tiniame, bet ilgajame intervale, pavyzdziuig [0, O(c~1)], (0 < ¢ <« 1). Nustatyti
efektyvius funkcijosF (1) augimo gretio ivercius, atsizvelgiant konkrety uzdavin
yra vidurkinimo metodo matematinio pagrindimo esnSiame darbe nagejama
kvaziperiodire funkcija

f@)=glagt,ast,...,a,t), a; eR, (2)

kai funkcija g(x4, x,, ..., x,) yra periodire pagal kiekviea kintanaji x; su periodu
27, taCiau Sis apribojimas perioduena esminis. Funkcij& () aprezta tada ir tik tada,
kai ji yra beveik periodie (Zr., pvz. [1]), o tai priklauso nuo skrkijaj algebriniy
savybi. 5
Tarkime, kadT yra didelis teigiamas parametrashy, = tg[woa%(] |F(¢)|. Sio darbo

tikslas — iSnagriati iverCio F, savybes, konstruojant vidurkiof) aproksimacijas.
Pakeiskime (2) form@$ funkcip g(---) ja aproksimuojatit trigonometriniu poli-
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nomu

N (.X'l, ey .X'n) = Z gz» el(llxl+'“+lnxn) (3)
er",

e

Cial= (y,1y,...,1,) € 2", || = ,max I1;1. Aproksimacijosg(---) ~ gy (-+-)

paklaidar, (x;,...,x,) = g — gy priklauso tik nuo funkcijosg glodumo (toly-
dziuju daliny iSvestiny eiles) ir nepriklauso nuo sk@il «;, ..., «,. PaZynekime
Ry = max [y (egs ey X))

()c1 ..... x,)€l0,2r]"
Nagrinésime gaunamus is (2), (3) formulieiSkinius
irju aproksimacijaéi @), kaia ~ a.
PerraSome (1) lygydtaip:

t

t t
/f(s)ds - / (f(s) _8&,N(S)> ds—l—/ (8&,N(S) - 8§’N(S)> ds (5)
0 0

0

+ /Ot (g&*’N(S) — <g&*’N>> ds —i—t<g&»’N>_

IS (5) matome, kad galiojaertis

0
1 ' o= G
i Y S 2 ’
ngg;‘/o fods—ile J <Ry +oyTa-df+ 2 @)
~ d Xgyouiy X
Cia pazynetaCy <n-  max gy (g2 %) ,
(xl AAAAA xp ) €l0,27]" ax}
Jj=12,....n
! B ei87 (&)t 1 IO - )
sn®= Z g;W, éN—oQ‘ZXT FGIE
oy o fen

<8§’N> = Z 8y (7)

lezn: 5 (é):o, HT H <N

2. Tarkime, kade yra mazas teigiamas parametraslir= O(¢~1). Tada (6) nely-
gybés desinioji pus'bus @1), kai @ = @, nepriklausomai nuo skaij a; savybiy
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[2]. Jei a; algebriniai skaiiail, Sisivertis gali lifi patikslintas: @¢?), 0 < y < 1.

Autoriaus darbe [3] buvo padita taikyti daznij aproksimaci a ~ &, kuri leido
konstruoti hiperbolini sistenu asimptotini skleidiniy aukStesni eiliu narius, taiau
tokiy aproksimacij praktiniai aspektai nebuvo nagejami. IS (6)iverio matome,
kad geriausi daznij aproksimaci gausime, kai

o — é(s) CN(E)
H - H =O0(Rn)) = O(EI&Q(E),N(E))' ®

Taigi praktiniam aproksimacijog ~ & taikymui reikia patikimai (derinant skeit’
avimy tiksluma su maZzuoju paramete) skaciuoti osciliuojartiojo integralo maksi-
murma 19 v Nagrirésime nenulinius Fugj koeficientu%rf ir skaiiu a; aproksimacijas
o,
racionaliosiomis trupmenom&fsj = % O —skatiu gy, . .., g, maziausiasis bendrasis
J
kartotinis. Tada pazysjé p;. =p;0, turime

5 (é):ﬁ Pr=phly+ poly+ -+ plil € Z
[ Q’ [ = P1t1 T P2i2 Putn :

Pazynekime sveikaskailu vektoru [ e Z" aibes

N n p/l 1
A‘v,N={||l||<N,87750,Q"Z#‘I—-‘zs}, s=0,1,...
=1 q; |87|

TadaA 5 yrarezonansimi vektoriy aibe ir (7) vidurk gauname taip:
(g:.0)= 2 & ©)
feAO’N

Nerezonansia osciliuojarmiojo integralo dalis iSreiSkiama formule

S(N) eiPix "
-1
LEa0=Im=0 3 gl 5 x=5 (10)
s=1, ZEAA,N

Atkreipkime dsmeg kad g7[|g|ﬂ — O(1). Tockl (10) algoritmas leidzia igvengti
skirtingy eiliy démeny sumavimo, t. y. apvalinimo paklaickaupimo (Zr. [4]). Funkci-
jos J(x) periodas lygus 2. Todél max|J (x)| nepriklauso nuo intervalo € [0, T]
ilgio T = O(e~1) ir turime skaitires, o ne asimptotes analies uzdavin

1Tai galioja ne tik algebriniams, bet ir beveik visiems skaiiis, Lebego mato prasme.
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3. Nagriresime modelia sistena, (11) turircia du greituosiusy z) ir viena letaji (x)
kintamaji. Siai sistemai bdingos daug bendresnipavyzdziui, dangaus mechanikos
uzdavinu, problemos (Zr. [5,6]).

cos d d
ZZ costny —mz) - dv _, %_, 0 g «1 (11)
I’l3+m3 d[ dt
n=1lm=1

Jeix yrairacionalusis skails, sistemos klasikiniu vidurkinimu gausime nedaug infor-
macijos apie sprendinx (¢; ¢) = o(1). Aproksimuokime daZracionaliosiomis trup-
menomis:

ani=2,
q
Taday =1, z ~ it ir asimptotinio sprendinia (z; ¢) = xo (t; 8) +ex4(t; ¢) ieSkome iS
Sios suvidurkintosios lygties
dx 1
0_ Co) —
= = 2 o f0Ge=0 (12)

Taigi gauname asimptofiskleidin

1
t;e)=et —.
xo(te)=er ) m3 1 nd

m,neAO,N

Tarkime, kad (11) sistemos dazrnis= 7. Geriausias Siuo metu [7] Zinomas atsir-
andariu integruojant (11) reiSkirmazyju vardikliy jvertis yra toks

In—am|>m~ 0161 (13)

IS (13) gauname (Zr. [3]) asimptotinio artinidz, ¢) = 0 paklaidosiverti O(e ﬁ).
Praktikoje jis gali luti ir netaikytinas esant konke®ms mazojo parametre
reikSmems. Taikydami aproksimaeipr ~ @ gauname (12) uzdavinio sprendinio
pe)
asimptotire aproksimaci ir paklaidogvertj galime pagerinti, Jelﬂ < 5801161
Taikome skatiaus 7w aproksimacijas racionaliosiomis trupmenomis. Paimkime

A2 Tada‘n — 272‘ ~ 0,001264543.. < 1,3- 1073 ir tolygiai laiko intervale
t € [0, O(¢~1)] turime asimptotipartini
st 1
Xolli6) =z (1+5+) (14)

Matome, kad (14) skleidinys nelygus artiniviz, ¢) = 0. Taikydami dar tikslesm

o ; ; 355 ~7 i
skatCiausm aproksimaci ‘rr — 1—13‘ <3,2-10, gausime

et 1
Yot €)= 1133+3553(1+ + ) (15)
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Elementariais, nors ir greeadiSkais pertvarkiais gaunami (6) nelyggbdydzi
iver€iai (11) uzdaviniui, kuriuos pateiksime pedymo:

T +2 In2 T
, <|l—+—)-In@+N).
Nl N (3 +\/§> n(1+N)

Asimptotiniy artiniu (14) ir (15) paklaidomsvertinti reikalingos apskailotos
reikSnes:

RN<

IO

a~ma,N
N=5 N=10 N=50 N=500

m~% 0,564 Q0557 Q0559 Q559

m~32 0,552 0548 Q573 Q574

Taigi turédami vis (6) nelygyles parametr iver€ius, gauname kriterj aproksi-
macijaiz ~ £& pasirinkti, kai7 = 2

In2 14
2 (F+%)nA+N)
minmax{ﬂ+\/—; (3 ﬁ> ‘JT—E ; sI?N}. (16)
p.q V2N & q L,
Kai e =0, 1 paimkimeN = 50 ir i$ (16) gauname (14) asimptotikos paklaiflest]
8,04

max{o, 063 = 0.0013 O, 1.0.559} =0,10.

’

Matome, kad Siuo atveju netikslinga taikyti aproksimacijos 272 ir geresipaklaidos

iverti gausime, kair ~ f—i’g t. y. taikydami (15) skleidin

Kai ¢ =0, 01 paimkimeN = 500 ir tada

12,71
max{o, 0064 == 0.33: 10°5. 0,01 0.574} —0.64-10°3.

Pastebkime, kad (14) ir (15) skleidiniai apFti atitinkamai konstantomis @-10~°
ir2,2.108 kair ¢ [0, 1]. Tocel skleidinio x, = 0 paklaida, kak = 0, 1 nevirsija

0,063 ir 0,0064 esant = 0,01. ISjverCio O(e ﬁ) gautume atitinkamai ,@/5 ir
0, 56.
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SUMMARY

A. Krylovas. On approximation of averaging operator

An algorithm for constructing approximations of averagoperators of quasi-periodical functions is pre-
sented in the paper. The algorithm can be used for constructing uniformly valid for a long time asymptotical
solutions of differential equations with small parameter.

Keywords:averaging, small denominators, petiation method, differential equations.



