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Apie hiperplokštumini↪u element↪u erdves su specialaus
pavidalo metrikomis
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el. paštas: edmundas@vpu.lt

Reziumė. Nagrinėjamos metrini↪u hiperplokštumini↪u element↪u erdvės su specialaus pavidalo metrikomis.

↪Irodyta, kad šios erdv˙es visuomet yra Kartano–Landsbergo erdvi↪u analogai, surastos ši↪u erdvi↪u vidini ↪u
beveik kompleksini↪u ir beveik sandaugos strukt¯ur ↪u integruojamumo s↪alygos.

Raktiniaižodžiai:hiperplokštumini↪uelement↪u erdvės,beveik kompleksin˙esir beveik sandaugosstrukt¯uros,
integruojamos strukt¯uros.

Sakykime, kad(Mn,α) – n-matė Rymano erdv˙e,αij(x
k) – jos metrinio tenzoriaus

komponent˙es koordinaˇci ↪u sistemoje(x1, x2, ..., xn). JeiT ∗Mn – erdvėsMn koliestinė
sluoksniuotė,(xi, yk) – jos lokaliosios koordinat˙es, tai tenzoriuiαij atvirkštinis tenzo-
riusαik, tenkinantis s

↪
alyg

↪
aαijα

ik = δk
j , leidžia gauti invariant

↪
a

t = 1

2
αij(xk)yiyj , (1)

vadinam
↪
a energija (žr.[2]). Jeiyi = αikyk, ∂i = ∂

∂xi , ∂i = ∂
∂yi

, tai teisingos lygyb˙es

∂it = 1
2∂iα

khykyh, ∂it = yi, ∂iyj = αij , yiyi = 2t.

Sakykime, kadγ k
ij – tenzoriausαij Kristofelio simboliai, oLij = ykγ

k
ij . Tuomet

diferencialiniai operatoriaiδi = ∂i + Lik∂
k bei ∂i leidžia užrašyti liestin˙es erdvės

TpT ∗Mn, p ∈ T ∗Mn invariantin
↪
i išskaidym

↪
a

↪
i tiesiogin

↪
e sum

↪
a

TpT ∗Mn = T v
p T ∗Mn ⊕ T h

p T ∗Mn. (2)

Iš čia seka, kad diferencialinis-geometrinis objektasLij apibrėžia koliestinės sluoks-
niuotėsT ∗Mn tiesin

↪
e siet

↪
i. Iš lygybėsγ k

ij = ∂kLij seka [4], kad dydžiaiγ k
ij yra sluok-

sniuotėsT ∗Mn klasikinės afiniosios sieties komponent˙es.
Koliestinė sluoksniuot˙e T ∗Mn yra vadinama metrine hiperplokštumini

↪
u element

↪
u

erdve [2], jei joje apibr˙ežtas neišsigim
↪
es simetriškas tenzorinis laukasgij(x

k,yn), va-
dinamas metriniu tenzoriumi. Sakykime, kadα(t) �= 0 ir β(t) – bet kokios nenulin˙es
glodžios funkcijos. Apibr˙ežkime metrin

↪
i tenzori

↪
u gij lygybe:

gij(x
k,yn) = α(t)αij (x

k) + β(t)yiyj . (3)
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Tuomet jam atvirkštinio tenzoriaus komponent˙ems teisinga lygyb˙e

gik = 1

α
αik − βyiyk

2(α + 2βt)
; α �= 0 ir α �= −2βt. (4)

Kadangigijyiyj = 2t
1+2βt

, tai kaiβ(t) > − 1
2t

, metrikagij yra teigiamai apibr˙ežta.
Iš lygybi ↪u

δit = 0, δiyj = Lij , δiy
k = −γ k

ihyh (5)

seka, kad tenzoriausgij kovariantinė išvestinė�kgij afiniosios sietiesγ h
ij atžvilgiu yra

lygi nuliui. Tiesinės sietiesLij kreivumo tenzoriusRijk = δkLij − δjLik ir afiniosios
sieties kreivumo tenzoriusRi

jpq
= ∂pγ i

jq
−∂qγ i

jp
+γ i

qk
γ k
jp

−γ i
pk

γ k
jq

yra susij
↪
e lygybe

Rjpq = Rk
jpqyk. Iš čia seka, kad metrin˙es hiperplokštumini

↪
u element

↪
u erdvės afinioji

sietis yra plokšˇcia tada ir tik tada, kai plokšˇcia yra tiesinė sietisLij .
Metrinio tenzoriausgij Kartano tenzoriuiCijk = 1

2∂kgij yra teisinga lygyb˙e

Cijk = − 1

2α3
(α"

tt α − 2(α
′
t )

2)yiyjyk + αα
′
t (α

ikyj + αjkyi + αijyk). (6)

Iš lengvai patikrinam
↪
u tapatybi

↪
u

�hyi = 0, �ky
i = 0, �kt = 0 (7)

išplaukia, kad�hC
ijk = 0. Taigi

↪
irodyta teorema

1 teorema. Metrinė hiperplokštumini↪u element↪u erdvė su(3) pavidalo metrika yra
Kartano–Landsbergo erdvi

↪
u analogas su visomis diferencijuojamomis funkcijomisα

ir β, jei tik α �= 0,α �= −2βt ir β(t) > − 1
2t

.

Metrini
↪
u hiperplokštumini

↪
u element

↪
u erdvė Mn yra erdvė su absoliuˇciuoju par-

alelizmu, jei jos afinioji sietis yra plokšˇcia (žr. [3]). Taigi metrinė hiperplokštumini
↪
u

element
↪

u erdvė yra su absoliuˇciuoju paralelizmu tada ir tik tada, kai metrinio tenzo-
riausαij kreivumo tenzorius lygus nuliui.

Kaip
↪
irodyta [1] darbe, metrini

↪
u hiperplokštumini

↪
u element

↪
u erdvėje Mn egzis-

tuoja vidinės beveik kompleksin˙es ir beveik sandaugos strukt¯uros. J
↪
u struktūrini

↪
u

tenzori↪u komponent˙es JA
B (A,B,C, ... = 1,2, ...,n,n + 1, ...,2n) tenkina lygybes

JA
C JC

B = λδA
B (λ = −1 arbaλ = 1) ir užrašomos tokiomis lygyb˙emis:

J i
j = −agikLkj , J n+i

n+j = agjkLik,

J n+i
j = λ

a
gij − agpqLipLqj, J i

n+j = agij , (8)

čia a �= 0 – bet koks skaiˇcius; kai λ = −1, gauname vienparametrin
↪
e beveik kom-

pleksini
↪
u struktūr

↪
u šeim

↪
a, o kaiλ = 1 – beveik sandaugos strukt¯ur

↪
u šeim

↪
a.

2 teorema. Metrini
↪

u hiperplokštumini
↪

u element
↪

u erdvės Mn vidinės beveik kom-
pleksinės ir beveik sandaugos strukt¯uros yra integruojamos tada ir tik tada, kai Ry-
mano metrikosαij kreivumo tenzorius lygus nuliui, o funkcijomsα(t) ir β(t) yra
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teisinga lygyb˙e

α
′
t (t)

α(t)
= β(t)

α(t) + 2β(t)t
. (9)

Teoremos
↪
irodymui apskaiˇciuosime vidini

↪
u struktūr

↪
u Nijenhuiso tenzori

↪
u

NA
BC = JD

C (∂BJA
D − ∂DJA

B ) − JD
B (∂CJA

D − ∂DJA
C ). (10)

↪
Istat

↪
e tenzori

↪
u J išraiškas iš (8) lygybi

↪
u ir atlik

↪
e skaičiavimus gauname, kad tenzori

↪
u

NA
BC komponent˙es su visaisa �= 0 yra nulinės tada ir tik tada, kai

Ripq = 0, ∂kgij = ∂igjk. (11)

Iš (6) lygybės randame, kad

∂kgij − ∂igjk = (ykαij − yiαkj )
(

− α
′
t

α2
+ β

α(α + 2βt)

)
. (12)

Tuomet lygybė ∂kgij = ∂igjk yra ekvivalenti (9) s
↪
alygai. Kita vertus, iš s

↪
alygos

Ripq = 0 išplaukia, kad afiniosios sietiesγ k
ij kreivumo tenzorius lygus nuliui, kas ir

↪
irodo teorem

↪
a.

Pvz., hiperplokštumini
↪
u element

↪
u erdvėjeMn su metrika

gij = tmαij + mtm−1

2m − 1
yiyj , gij = t−mαij + mt−1−myiyj, m �= 1

2
(13)

(6) lygybėmis apibrėžtos beveik kompleksin˙e ir beveik sandaugos strukt¯uros yra inte-
gruojamos.

Literatūra

1. E. Mazėtis, Apie Kartano erdvi↪u geometrij↪a,Liet. matem. rink., 38(2), 221–233 (1998).
2. D.D. Porosniuc, A class of locally symmetric Kähler Einstein structures on the nonzero cotangent

bundle of a space form,Balkan Journal of Geometry and its Application,9(2), 68–81 (2004).
3. H. Rund,The Differential Geometry of Finsler Spaces, Springer (1959).
4. K. Yano, M. Kon,Structures on Manifolds, Singapoore World. Sci. Publ. Co. (1984).

SUMMARY

E. Mazėtis. On the geometry spaces of hyperlane elemente with special metric

In this paper analysies metric space of hyperlane elemente with special metric. Is prowed, that the space
Kartan–Landsbeg space is. Criteria of integrability of the intrinsic almost complex and almost product
structures is found.

Keywords: space of hyperlane elemente, almost complex and almost product structure, integrable struc-

ture.


