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Lietuvos moksleivi olimpiados’08 uzdavini apzvalga
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Reziume. Nagringjami 2008 m. Lietuvos moksleiyiolimpiados uzdaviniai.

Raktiniai ZodZiaimatematikos olimpiados, uzdavirsprendimas.

57-toji Lietuvos moksleivi matematikos olimpiadayko Paneezyje 2008 m. kovo
18 d. Pirna kart Salies olimpiad istorijoje vertinimo komisija (pirmininkas — prof.
habil. dr. Aruras Dubickas) pateikmokytojams olimpiados uzdaiof'ir ju sprendiny
knygek dar mokiniams tebesprendziant uzdaviniusteBit ta knygele pasinaudota
raSant & apzval@, tiesa, kai kurie uzdaviniai paanalizucia placiau. Siuo straipsniu
tesiama sena tradicija — mokytojai gali susipaZzinti su kiekvienos olimpiados cizduo™
turiniu ir sprendimo niuansais. Su ankstesns olimpiadomis galima susipaZinti i$
straipsnii [1]-[3].

IX — X klasés

1. Duota, kadM = (a — b)(a —c)(a —d)(b —c)(b —d)(c —d), kura,b,cir d —
sveikieji skaciai.

a) Ar visadaM dalijasi is 127?

b) Ar visadaM dalijasi iS 247?

Atsakymas. a) Visada. b) Nevisada.

Sprendimas. 18 keturiy skatiu a, b, ¢, d bent du duoda vienodas liekanas, dalijant
juos i$ 3. Tu dviejy skatiuy skirtumas dalijasi i$ 3. Taigif visada dalijasi iS 3. Jei
bent trys i$ skaiiu a, b, ¢, d yra lyginiai arba bent trys nelyginiai, tai kiekvienas i$
triju skirturmy (tarp u triju skatiu) dalijasi is$ 2, toel M dalijasi iS 8. Jei du iS skaeitj
a,b,c,d yra lyginiai, o kiti du — nelyginiai, tai du skirtumai (tarp abiefyginiu ir
abiejy nelyginiy skatiu) dalijasi iS 2, todl M dalijasi iS 4. Taigi visais atvejais/
dalijasi i$ 4, to&l M dalijasi iris 3-4=12.

Jeigua =4, b=3, c=2, d=1, tai M = 12, todél M nevisada dalijasi i 24.

2. Apie smailjji trikampi ABC apibrZtas apskritimas. Atkarp®D yra to
apskritimo skersmuo. IS vigkeés A nubrezta aukstia' kerta apskritim taSkeE.
lrodykite, kad keturkampi® EC D plotas yra lygus trikampiad BC plotui.

Sprendimas. Tegul H yra kampoA aukstires pagrindas, & — statmens iS tasko
D i atkarm AE pagrindas (pasidarykite &%in). Trikampis DC B yra statusis, toel’
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atkarpaDC yra lygiagreti atkarpaiAE. Taigi AECD yra lygiaSom trapecija, o
FHCD — stxiakampis. Todl FE = FH + HE = FH + AF = AH. Keturkam-
pio BECD plotas yra lygus; BC - FE, o trikampio ABC plotas lygus; BC - AH,
taigi Sie plotai yra lygs.

3. rodykite, kad jeigu < x <1,0<y <1, 0<z <], tai
——+ + <
7+y3+28  T+3+x3  T4Hx34y3 0

wl

Sprendimas. Pirmas budas. PanaSias nelygybes gsti labai sunku — tiesiogi-
niai algebriniai pertvarkymai per daug gremdiSki.Cia padeda tokia mintis — reikia
ne bendravardiklinti, o eiti prie panasivardikliy. Visi trys vardikliai panass |
7+ x3+ y® + 2%, Bet jeigu vardiklius pakeisime $ituo, tai trupmenos suesaiz net
jei irodysime gaud nelygyle, i$ jos neiSplauks duotoji. Tetivardikl reikia ,truput"
sumazinti — tai padaryti nesunku: pavyzdziui, kadangi ® < 1, tai 0 < x3<1, 0
todél 7 > 6+ x°3. PanasSiai padarsu visomis trupmenomis, gauname

X y z
6+x3+y3+73 * 6+ x3+ y3+23 * 6+ x3+ y3+23
S X + X + Z
TT7Hy3 48 THx348 0 T84S
Vadinasi, jei mums pavykisodyti nelygybe

X + Yy n z o 1
6+x3+y3+23  6+x3+y34273  64+x3+y3+73 "3
tai juo labiau bus teisinga duotoji nelygybPadaugi@ iS bendrojo vardiklio, turime

(1)

3x+y+2)<6+x3+y3+ 5 (2)

Si nelygyte jau daug paprastestir ja galimajrodyti standartiniais metodais. Pateik-
sime keled josjrodymo variang.

1 variantas. UZtenkajrodyti nelygyle
3 <2423, 3

tada sudje ja ir analogiskas 8< 2+ x3, 3z < 2+ z3, gausime nelygy® (2). lrodyti
(3) nelygyle paprasta.

Galima p i8skaidytix® —3x+2>0, x3—x —2x+2>0, x(x2—1) —2(x — 1) >
0, (x —1)(x°+x—2)>0, okadangix?+x —2=x°—x+2x —2=x(x — 1) +
2(x — 1) = (x — 1) (x + 2), tai gauname nelygyb

(x —1%(x+2) >0,

ekvivalertia (3) nelygybei ir akivaizdZiai teisimgneneigiamiems.
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2 variantas. Zinoma, galima remtis vidurki nelygybe: 2+ x3=1+4+1+4x3>

391-1-x3=3x.

3 variantas. Galima taikyti ir iSvestie. Funkcijosf (x) = x2 — 3x + 2 ivestirg
f/(x) =3x?—3=3(x?—1) neigiama, kai O< x < 1, taigi f (x) ma®ja, kaix didéja.
Todel f(x) > f(1), ty.x3—3x +2>0.

4variantas. Beje, vidurkiy nelygyke galima taikyti (2) nelygybei i$ karto. Kadangi
x3 4+ y3 + 23 > 3xyz, tai uztenkarodyti nelygyle 3(x + y +z) < 6+ 3xyz, t.y.
xX+y+z—xyz<2
Bet 0<x<1,0<y<10<z< todelx(1—yz)+y+z<l—yz+y+z=
2—(yz—y—z+1)=2-(1-y)Q1l—-27)<2
2 budas. Duotgja nelygyle galimaijrodyti ir kitaip, remiantis iSvestiemis (skaity-
tojasisitikins, kaip daugdomesnis 1 hdas). Taigi turime nelygyb
X y b4 1
<=
7T+ y3+23 M g 7+x34+y% ° 3

Laikykime, kady ir z fiksuoti. lrodykime, kad kaie nelygyles pug didgja. PaZzyra-
kime ja f (x). Tada

3x2y 3x?%z
[l = - -
T+y3+28 (T+224+x%)2 (T+3+x32
1 3x? 3x2 1 6x2 1 & X 2
T9 (T+x32 (7T+x3H2T 9 (T+x32T 9 T T74x3

Betx/(7+x% <1/8, nes& <7+4+x3 x3—8x+7>0, x3—x—7x—-7>0, 1—
x)(7 — x? — x) > 0. Todel intervale[0,1] f'(z) >1/9—6-1/8>=1/9 — 3/32=
5/(9-32) > 0. Kadangi iSvestia '’ (x) teigiama, taif (x) didéja ir f(x) < f (1), t.y.
X y z 1 y z
< :
7+ y3+23 i T+y34+x3 " 743423 Tgrat 8+ y3
Todeél uztenkarodyti, kad visada
1 y Z 1

7+ y34+73 Tgiat 8+y3 3
Laikykime, kadz fiksuotas ir pazyrakime kaie pug g(y). Tada

, 3y? 1 3y?z
g =- 3. 32 3 32’
(T+y°+2° 8+z 6+ y°)
1 3y? 3y? 1 6y? 1
8/()’)2—_ y32_ y32>__L32:__6( Y 3)2-
9 (T+y3)s @+yd" 9 T+y> 9 T+y
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Jau magime, kadg’(y) > 0, todél g(y) didéja, g(v) < g(1), ir uztenkairodyti, kad
g(1) <1/3,ty.h(z) =1/(8+ z°)+2z/9 < 1/3. Bet Vel kairé pug dickja, nes iSvestm’

672 1 1 z

- Z_6 )
@122 " 12"~

h'(z)=

979
Todél h(z) < h(l) =2/9+1/9=1/3, o tai ir reikéjojrodyti.

4, Atsitiktinai imamos 9 taisykhgojo dvideSimtkampio vit@és. [rodykite, kad
tarp ju visada atsiras tokios trys, kurios yra lygiaSonio trikampiounés.

Sprendimas. Pastebkime, kad imdami kas ketvatvirdune taisyklingji dvide-
Simtkamp padalinsime] keturis taisyklinguosius penkiakampius. Béntiena iS Si
keturiy penkiakampi pateks bent trys iS 9 taisyklingojo dvideSimtkampio wirl.
TaCiau bet kokios trys taisyklingojo penkiakampio virgs sudaro lygiaSatrikampi.

2. Trikampio ABC pusiaukampia’AL lygi kraStinei AC. Toje pusiaukampiaje
yra toks taSka, kad CK = BL. Irodykite, kad kampa€ K L yra lygus kampui
ABC.

Sprendimas. Tegul D yra toks atkarposA B taSkas, kad kampadCK yra ly-
gus kampuiAL D (pasidarykite beZin). Kadangi /DAL = Z/ZKAC ir AC = AL,
tai trikampiai ACK ir ALD lygus. TaigiCK = LD ir /CKL = /BDL. Vadi-
nasi,BL = CK = LD, todél trikampisD L B — lygiaSonis. Taig CKL = /BDL =
/DBL=/ABC.

3. Raskite visus nataliuosius skaius n, su kuriaisn’ + n2 4+ 1 yra pirminis
skartius.

Atsakymas. n = 1.

Sprendimas. Kai n = 1, tai 1’ 4+ 1% + 1 = 3 — pirminis skatius. Daugiau pirminj
nerandame:

kain=2tai2' +22+1=128+4+1=133=7-19;

kain=3, tai 3’ + 3%+ 1=2187+9+ 1=2197=13-169, ir t.t.

PanaSu, kad daugiau pirminnerasime, ir pagti tai jrodyti galétu tik duotojo
reiSkinio skaidymas. Atsgi, iS ko dalijasi duotasis reiskinys, sunkoka, bet irati
duoti ir jau iSradytieji pavyzdZiai: kai = 2, tai turime dalik| 7 =224+ 2+ 1; kain =
3, tai turime dalikl 13 = 3%+ 3+ 1; netgi kain = 1, turime daliki 3 = 1° + 1+ 1. Ki-
taip sakant, spjame, kadi’ +n° + 1 dalijasi i&n%+n + 1. Isitikinti tuo galima dalijant
Jkampu®, bet dar paprasdu skaidyti grupuojanit’ +n?+1=n’+n+1+n’—n=
P 4+n+1+nm®—1)=n’+n+1+nm®—-1)xn%+1), irmatome, kad reiskinys
dalijasi i8n°+n +1:

MP+n+DA+nn—0Dn%+1)=m’+n+)n°—n*+n?>—n+1).
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Kai n € N, tai pirmas daugiklis didesnis uZ 1, o antras daugikfi&: — 1) = n(n —
1) +1 didesnis uz 1 visada, i$skyrus= 1. Vadinasi, kan > 2, tai skatiusn’ +n2+1
sucktinis, o kain = 1 — pirminis.

Zinoma, taip skaidyti galima ir neatsjuis i§ anksto daugiklio? 4+ n + 1. Neblogas
ir kitas skaidymo bdas:n’ +n2 +1=n’ —n*+n*+n?2+1=n*n3 - 1) + W%+
D2 —n?=n*(n—1)n%+n+1)+ @m?+n+1)(n°—n+1). Abu Sie skaidymo bdai
remiasi tuo, kad tiek’ — n, tiekn’ — n* i8kaidyti paprasta.

4. Lentoje uzraSyti 1004 skeigi: 2,4,6,...,2008 Du Zaidgjai pakaitomis daro
toki ejima:

pasirenka kurnors lentoje uZradgt skaciu, ji nutrina, o jo vietojeiraSo vienetu
mazesp skaiCiy, be to, jeigu lentoje atsiranda nulis, t@i§ karto nutrina, o jeigu
atsiranda du vienodi skadi, tai nutrina viea iS ju.

Laimi tas Zai@jas, kurio varZzovas nutrina paskutikaiciu. lrodykite, kad Zaidina
pradedantis Zaglas visada gali laieti, kad ir kaip Zaisi antras Zaidjas. Kaip
pradedantis Zaijas turi Zaisti?

Sprendimas. Po pirmoejimo lygiai vienas skaius bus nelyginisirodysime, kad
pirmasis Zaidjas visada gali Zaisti taip, kad poéjimo visada lygiai vienas skaiis
bus nelyginis bei lentoje nebus jokios pords-21, 2k. IS tikryju, jei antrasis Zaiejas
savoejima atlieka su Siuo vieninteliu nelyginiu skaimi, tai po jo€jimo visi skaciai
bus lyginiai ir pirmasis nesunkiai pasiekia savo t&k§ki Zaidimas dar nebaigtas), nes
dvieju vienody skatiu po bet kokicejimo lentoje ®ra. Jeigu antrasis atlielggira su
kokiu nors kitu skaiiumi (kuris yra lyginis), tai po jaejimo lentoje bus du skirtingi
nelyginiai skatiai, nes pries jajima jokios poros R — 1, 2k lentoje nebuvo. Be to,
tokia pora po Sicejimo atsirasti negali, nes dvigjvienody skatiy prieS bet kok
ejima lentoje mra. Tada pirmasis Zafhs savaejimu sumazina mazegpis dviejy
lentoje esaaill nelyginiy skaciu vienetu ir taip pasiekia savo tilgsllygiai vienas is
likusiy skatiy bus nelyginis bei nebus jokios poroks 2 1, 2k. Kadangi visl lentoje
uzraSyt) skatiu suma po kiekvienejimo magja, tai taip Zaisdamas pirmasis Zgjab
visada pasieks, kad po @imo lentoje likt) vienintelis skaiius (kuris bus nelyginis,
sakysime, 2 — 1) ir po 2 — 1 &jimo laimés Zaidina.
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SUMMARY

J. Macys. Problems of Lithuanian olympiad’ 08
The problems of the Lithuanian mathematical schophgdiad-2008 are presented and solutions are given.
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