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Reziumė. Nagrinėjami 2008 m. Lietuvos moksleivi↪u olimpiados uždaviniai.

Raktiniai žodžiai:matematikos olimpiados, uždavini↪u sprendimas.

57-toji Lietuvos moksleivi
↪
u matematikos olimpiada

↪
ivyko Panevėžyje 2008 m. kovo

18 d. Pirm
↪
a kart

↪
a šalies olimpiad

↪
u istorijoje vertinimo komisija (pirmininkas – prof.

habil. dr. Artūras Dubickas) pateik˙e mokytojams olimpiados užduoˇci
↪

u ir j
↪

u sprendim
↪
u

knygel
↪
e dar mokiniams tebesprendžiant uždavinius. B¯utent ta knygele pasinaudota

rašant ši
↪
a apžvalg

↪
a, tiesa, kai kurie uždaviniai paanalizuoti ˇcia plačiau. Šiuo straipsniu

t
↪
esiama sena tradicija – mokytojai gali susipažinti su kiekvienos olimpiados užduoˇci

↪
u

turiniu ir sprendimo niuansais. Su ankstesn˙emis olimpiadomis galima susipažinti iš
straipsni

↪
u [1]–[3].

IX – X klasės
1. Duota, kadM = (a − b)(a − c)(a − d)(b − c)(b − d)(c − d), kur a,b, c ir d –

sveikieji skaičiai.
a) Ar visadaM dalijasi iš 12?
b) Ar visadaM dalijasi iš 24?

Atsakymas. a) Visada. b) Nevisada.

Sprendimas. Iš keturi
↪
u skaiči

↪
u a,b, c,d bent du duoda vienodas liekanas, dalijant

juos iš 3. T
↪
u dviej

↪
u skaiči

↪
u skirtumas dalijasi iš 3. TaigiM visada dalijasi iš 3. Jei

bent trys iš skaiˇci
↪
u a,b, c,d yra lyginiai arba bent trys nelyginiai, tai kiekvienas iš

trij
↪
u skirtum

↪
u (tarp t

↪
u trij

↪
u skaiči

↪
u) dalijasi iš 2, tod˙el M dalijasi iš 8. Jei du iš skaiˇci

↪
u

a,b, c,d yra lyginiai, o kiti du – nelyginiai, tai du skirtumai (tarp abiej↪u lygini ↪u ir
abiej

↪
u nelygini

↪
u skaiči

↪
u) dalijasi iš 2, tod˙el M dalijasi iš 4. Taigi visais atvejaisM

dalijasi iš 4, todėl M dalijasi ir iš 3· 4= 12.
Jeigua = 4, b = 3, c = 2, d = 1, tai M = 12, todėl M nevisada dalijasi iš 24.

2. Apie smail
↪
uj

↪
i trikamp

↪
i ABC apibrėžtas apskritimas. AtkarpaBD yra to

apskritimo skersmuo. Iš virš¯unės A nubrėžta aukštin˙e kerta apskritim
↪
a taškeE.

↪
Irodykite, kad keturkampioBECD plotas yra lygus trikampioABC plotui.

Sprendimas. TegulH yra kampoA aukštinės pagrindas, oF – statmens iš taško
D

↪
i atkarp

↪
a AE pagrindas (pasidarykite br˙ežin

↪
i). TrikampisDCB yra statusis, tod˙el
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atkarpaDC yra lygiagreti atkarpaiAE. Taigi AECD yra lygiašonė trapecija, o
FHCD – stačiakampis. Tod˙el FE = FH + HE = FH + AF = AH. Keturkam-
pio BECD plotas yra lygus1

2BC · FE, o trikampioABC plotas lygus1
2BC · AH,

taigi šie plotai yra lyg¯us.

3.
↪
Irodykite, kad jeigu 0� x � 1, 0� y � 1, 0� z � 1, tai

x

7+ y3 + z3
+ y

7+ z3 + x3
+ z

7+ x3 + y3
� 1

3
.

Sprendimas. Pirmas būdas. Panašias nelygybes spr
↪
esti labai sunku – tiesiogi-

niai algebriniai pertvarkymai per daug grem˙ezdiški.Čia padeda tokia mintis – reikia
ne bendravardiklinti, o eiti prie panaši

↪
u vardikli

↪
u. Visi trys vardikliai panaš¯us

↪
i

7 + x3 + y3 + z3. Bet jeigu vardiklius pakeisime šituo, tai trupmenos sumaž˙es ir net
jei

↪
irodysime gaut

↪
a nelygyb

↪
e, iš jos neišplauks duotoji. Tod˙el vardikl

↪
i reikia „truput

↪
i“

sumažinti – tai padaryti nesunku: pavyzdžiui, kadangi 0� x � 1, tai 0� x3 � 1, o
todėl 7� 6+ x3. Panašiai padar

↪
e su visomis trupmenomis, gauname

x

6+ x3 + y3 + z3
+ y

6+ x3 + y3 + z3
+ z

6+ x3 + y3 + z3

� x

7+ y3 + z3 + x

7+ x3 + z3 + z

7+ x3 + y3 .

Vadinasi, jei mums pavyks
↪
irodyti nelygyb

↪
e

x

6+ x3 + y3 + z3
+ y

6+ x3 + y3 + z3
+ z

6+ x3 + y3 + z3
� 1

3
, (1)

tai juo labiau bus teisinga duotoji nelygyb˙e. Padaugin
↪
e iš bendrojo vardiklio, turime

3(x + y + z) � 6+ x3 + y3 + z3. (2)

Ši nelygybė jau daug paprastesn˙e ir j
↪
a galima

↪
irodyti standartiniais metodais. Pateik-

sime kelet
↪
a jos

↪
irodymo variant

↪
u.

1 variantas. Užtenka
↪
irodyti nelygyb

↪
e

3x � 2+ x3, (3)

tada sud˙ej
↪
e j

↪
a ir analogiškas 3y � 2+ x3, 3z � 2+ z3, gausime nelygyb

↪
e (2).

↪
Irodyti

(3) nelygyb
↪
e paprasta.

Galima j
↪
a išskaidyti:x3−3x+2� 0, x3−x −2x +2� 0, x(x2−1)−2(x −1) �

0, (x − 1)(x2 + x − 2) � 0, o kadangix2 + x − 2= x2 − x + 2x − 2 = x(x − 1) +
2(x − 1) = (x − 1)(x + 2), tai gauname nelygyb

↪
e

(x − 1)2(x + 2) � 0,

ekvivalenči
↪
a (3) nelygybei ir akivaizdžiai teising

↪
a neneigiamiemsx.
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2 variantas. Žinoma, galima remtis vidurki
↪
u nelygybe: 2+ x3 = 1 + 1 + x3 �

3
3√

1 · 1 · x3 = 3x.

3 variantas. Galima taikyti ir išvestin
↪
e. Funkcijosf (x) = x3 − 3x + 2 išvestinė

f ′(x) = 3x2−3= 3(x2−1) neigiama, kai 0< x < 1, taigi f (x) mažėja, kaix didėja.
Todėl f (x) � f (1), t.y. x3 − 3x + 2� 0.

4 variantas. Beje, vidurki↪u nelygyb
↪
e galima taikyti (2) nelygybei iš karto. Kadangi

x3 + y3 + z3 � 3xyz, tai užtenka
↪
irodyti nelygyb

↪
e 3(x + y + z) � 6+ 3xyz, t.y.

x + y + z − xyz � 2.

Bet 0� x � 1,0 � y � 1,0 � z � 1, todėl x(1 − yz) + y + z � 1 − yz + y + z =
2− (yz − y − z + 1) = 2− (1− y)(1− z) � 2.

2 būdas. Duot ↪aj ↪a nelygyb
↪
e galima

↪
irodyti ir kitaip, remiantis išvestin˙emis (skaity-

tojas
↪
isitikins, kaip daug

↪
idomesnis 1 b¯udas). Taigi turime nelygyb

↪
e

x

7+ y3 + z3
+ y

7+ z3 + x3
+ z

7+ x3 + y3
� 1

3
.

Laikykime, kady ir z fiksuoti. ↪Irodykime, kad kairė nelygybės pus˙e didėja. Pažym˙e-
kime j

↪
af (x). Tada

f ′(x) = 1

7+ y3 + z3 − 3x2y

(7+ z3 + x3)2 − 3x2z

(7+ z3 + x3)2

� 1

9
− 3x2

(7+ x3)2 − 3x2

(7+ x3)2 = 1

9
− 6x2

(7+ x3)2 = 1

9
− 6(

x

7+ x3)2.

Bet x/(7+ x3) � 1/8, nes 8x � 7+ x3, x3 − 8x + 7� 0, x3 − x − 7x − 7� 0, (1−
x)(7 − x2 − x) � 0. Todėl intervale[0,1] f ′(z) � 1/9 − 6 · 1/82 = 1/9 − 3/32 =
5/(9 · 32) > 0. Kadangi išvestin˙ef ′(x) teigiama, taif (x) didėja irf (x) � f (1), t.y.

x

7+ y3 + z3
+ y

7+ z3 + x3
+ z

7+ y3 + x3
� 1

7+ y3 + z3
+ y

8+ z3
+ z

8+ y3
.

Todėl užtenka
↪
irodyti, kad visada

1
7+ y3 + z3

+ y

8+ z3
+ z

8+ y3
� 1

3
.

Laikykime, kadz fiksuotas ir pažym˙ekime kair
↪
e pus

↪
eg(y). Tada

g′(y) = − 3y2

(7+ y3 + z3)2 + 1

8+ z3 − 3y2z

(6+ y3)2 ,

g′(y) � 1

9
− 3y2

(7+ y3)2 − 3y2

(8+ y3)2 � 1

9
− 6y2

(7+ y3)2 = 1

9
− 6(

y

7+ y3)2.
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Jau mat˙eme, kadg′(y) > 0, todėl g(y) didėja, g(y) � g(1), ir užtenka
↪
irodyti, kad

g(1) � 1/3, t.y.h(z) = 1/(8+ z3)+z/9 � 1/3. Bet vėl kairė pusė didėja, nes išvestin˙e

h′(z) = − 6z2

(8+ z3)2
+ 1

9
= 1

9
− 6(

z

8+ z3
)2 > 0.

Todėl h(z) � h(1) = 2/9+ 1/9= 1/3, o tai ir reikėjo
↪
irodyti.

4. Atsitiktinai imamos 9 taisyklingojo dvidešimtkampio virš¯unės.
↪
Irodykite, kad

tarp j
↪
u visada atsiras tokios trys, kurios yra lygiašonio trikampio virš¯unės.

Sprendimas. Pasteb˙ekime, kad imdami kas ketvirt
↪
a viršūn

↪
e taisykling

↪
aj

↪
i dvide-

šimtkamp
↪
i padalinsime

↪
i keturis taisyklinguosius penkiakampius. Bent

↪
i vien

↪
a iš ši

↪
u

keturi
↪
u penkiakampi

↪
u pateks bent trys iš 9 taisyklingojo dvidešimtkampio virš¯uni

↪
u.

Tačiau bet kokios trys taisyklingojo penkiakampio virš¯unės sudaro lygiašon
↪
i trikamp

↪
i.

2. Trikampio ABC pusiaukampin˙e AL lygi kraštineiAC. Toje pusiaukampin˙eje
yra toks taškasK, kad CK = BL. ↪Irodykite, kad kampasCKL yra lygus kampui
ABC.

Sprendimas. Tegul D yra toks atkarposAB taškas, kad kampasACK yra ly-
gus kampuiALD (pasidarykite br˙ežin

↪
i). Kadangi ∠DAL = ∠KAC ir AC = AL,

tai trikampiai ACK ir ALD lygūs. Taigi CK = LD ir ∠CKL = ∠BDL. Vadi-
nasi,BL = CK = LD, todėl trikampisDLB – lygiašonis. Taigi∠CKL = ∠BDL =
∠DBL = ∠ABC.

3. Raskite visus nat¯uraliuosius skaiˇcius n, su kuriaisn7 + n2 + 1 yra pirminis
skaičius.

Atsakymas. n = 1.

Sprendimas. Kai n = 1, tai 17 + 12 + 1= 3 – pirminis skaiˇcius. Daugiau pirmini
↪
u

nerandame:
kai n = 2, tai 27 + 22 + 1= 128+ 4+ 1= 133= 7 · 19;
kai n = 3, tai 37 + 32 + 1= 2187+ 9+ 1= 2197= 13· 169, ir t.t.
Panašu, kad daugiau pirmini

↪
u nerasime, ir pad˙eti tai

↪
irodyti galėt

↪
u tik duotojo

reiškinio skaidymas. Atsp˙eti, iš ko dalijasi duotasis reiškinys, sunkoka, bet mint
↪
i gali

duoti ir jau išrašytieji pavyzdžiai: kain = 2, tai turime dalikl
↪
i 7 = 22 + 2+ 1; kai n =

3, tai turime dalikl
↪
i 13= 32 +3+1; netgi kain = 1, turime dalikl

↪
i 3 = 12+1+1. Ki-

taip sakant, sp˙ejame, kadn7+n2+1 dalijasi išn2+n+1.
↪
Isitikinti tuo galima dalijant

„kampu“, bet dar paprasˇciau skaidyti grupuojant:n7 +n2+1= n2 +n+1+n7 −n =
n2 + n + 1+ n(n6 − 1) = n2 + n + 1+ n(n3 − 1)(n3 + 1), ir matome, kad reiškinys
dalijasi išn2 + n + 1 :

(n2 + n + 1)(1+ n(n − 1)(n3 + 1)) = (n2 + n + 1)(n5 − n4 + n2 − n + 1).
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Kai n ∈ N, tai pirmas daugiklis didesnis už 1, o antras daugiklisn4(n − 1) = n(n −
1)+1 didesnis už 1 visada, išskyrusn = 1. Vadinasi, kain � 2, tai skaičiusn7+n2+1
sudėtinis, o kain = 1 – pirminis.

Žinoma, taip skaidyti galima ir neatsp˙ejus iš anksto daugiklion2 +n+ 1. Neblogas
ir kitas skaidymo b¯udas:n7 + n2 + 1 = n7 − n4 + n4 + n2 + 1= n4(n3 − 1) + (n2 +
1)2 −n2 = n4(n−1)(n2 +n+1)+ (n2 +n+1)(n2 −n+1). Abu šie skaidymo b¯udai
remiasi tuo, kad tiekn7 − n, tiek n7 − n4 iškaidyti paprasta.

4. Lentoje užrašyti 1004 skaiˇciai: 2,4,6, . . . ,2008. Du žaidėjai pakaitomis daro
tok

↪
i ėjim

↪
a:

pasirenka kur
↪
i nors lentoje užrašyt↪a skaiči ↪u, j

↪
i nutrina, o jo vietoje

↪
irašo vienetu

mažesn
↪
i skaiči

↪
u, be to, jeigu lentoje atsiranda nulis, tai j

↪
i iš karto nutrina, o jeigu

atsiranda du vienodi skaiˇciai, tai nutrina vien
↪
a iš j

↪
u.

Laimi tas žaidėjas, kurio varžovas nutrina paskutin
↪
i skaiči ↪u. ↪Irodykite, kad žaidim↪a

pradedantis žaid˙ejas visada gali laim˙eti, kad ir kaip žaist
↪

u antras žaid˙ejas. Kaip
pradedantis žaid˙ejas turi žaisti?

Sprendimas. Po pirmoėjimo lygiai vienas skaiˇcius bus nelyginis.
↪
Irodysime, kad

pirmasis žaid˙ejas visada gali žaisti taip, kad po jo ˙ejimo visada lygiai vienas skaiˇcius
bus nelyginis bei lentoje nebus jokios poros 2k − 1,2k. Iš tikr ↪uj ↪u, jei antrasis žaid˙ejas
savoėjim

↪
a atlieka su šiuo vieninteliu nelyginiu skaiˇciumi, tai po joėjimo visi skaičiai

bus lyginiai ir pirmasis nesunkiai pasiekia savo tiksl
↪
a (jei žaidimas dar nebaigtas), nes

dviej
↪
u vienod

↪
u skaiči

↪
u po bet kokioėjimo lentoje nėra. Jeigu antrasis atlieka ˙ejim

↪
a su

kokiu nors kitu skaiˇciumi (kuris yra lyginis), tai po jo ˙ejimo lentoje bus du skirtingi
nelyginiai skaičiai, nes prieš jo ˙ejim

↪
a jokios poros 2k − 1,2k lentoje nebuvo. Be to,

tokia pora po šio ˙ejimo atsirasti negali, nes dviej
↪
u vienod

↪
u skaiči

↪
u prieš bet kok

↪
i

ėjim
↪
a lentoje nėra. Tada pirmasis žaid˙ejas savo ˙ejimu sumažina mažesn

↪
ij

↪
i iš dviej

↪
u

lentoje esanˇci ↪u nelygini ↪u skaiči ↪u vienetu ir taip pasiekia savo tiksl↪a: lygiai vienas iš
likusi

↪
u skaiči

↪
u bus nelyginis bei nebus jokios poros 2k − 1,2k. Kadangi vis

↪
u lentoje

užrašyt
↪
u skaiči

↪
u suma po kiekvieno ˙ejimo mažėja, tai taip žaisdamas pirmasis žaid˙ejas

visada pasieks, kad po jo ˙ejimo lentoje likt↪u vienintelis skaiˇcius (kuris bus nelyginis,
sakysime, 2k − 1) ir po 2k − 1 ėjimo laimės žaidim

↪
a.
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SUMMARY

J. Mačys. Problems of Lithuanian olympiad’08

The problems of the Lithuanian mathematical school olympiad-2008are presentedand solutions are given.

Keywords:mathematical olympiads, problems solving.


