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Reziumeé. Remiantis funkcijos iSkilumo auk&yn (Zemyn) savybmis, irodytos vidurkiy nelygyles,
jrodinéjamos trigonometrigs ir geometrias nelygyles.

Raktiniai Zodziaifunkcija, iSkila funkcija, vidurkiai, trigonometris ir geometrias nelygyles.

Reformuojant mokyld buvo sumazZintas matematikos pamakacius, sumagjo
ir matematikos kurso apimtis. Naujai rengiamose XI-XIl klaghatematikos pro-
gramose norima dar labiau susiaurinti matematikos&kuf#a vertus, aukstojo mok-
joms kusimieji studentai turi ruostis jau vidue§e mokykloje. Matematikai gabiems
mokiniams reiletu rasti papildomm ugdymo valand matematikos gilesms studi-
joms. Mokinys tuety turéti galimybe pasirinkti keleto valang papildony matem-
atikos modulij, skirty skaciavimo ijgudziams lavinti, mokytis analizuotirodinéti.
Vienas i$ tokii modulu gaktu buti ir iSkilyju funkciju savybu taikymas sprendziant
ekstremurg uzdaviniusjrodinéjant trigonometrines ir geometrines nelygybes.

1 APIBREZIMAS. Funkcija f: (a; b) € R — R vadinama iSkila Zemyn (aukstyn),
jeigu bet kuriemse1, x2 € (a; b) galioja nelygyle

D

x1+x2\ < fl)+ fx2)
(7576 2 '

Jeigu lygyle galioja tik tada, kak; = xp, funkcija f vadinama grieztai iSkila Zzemyn
(aukstyn).

Toliau nagriresime tik grieztai iSkilas funkcijas ir ZptigrieZtai” praleisime.

ISsiaiSkinsime funkcijos iSkilumo Zemyn (aukStyn) geometipnasne (Zr. 1 pav. a)
ir b)).

Jeigu funkcijaf intervale (a; b) yra iskila Zemyn (aukStyn), tai bet kuriame in-

tervale[x1, x2] € (a; b) funkcijos grafiko taskai yra Zemiau (auwidl) kirstires, jun-
X1+x2

giarcios taSkusB(x1, f(x1)) ir C(x2, f(x2)) (ordinag PM = f( > ) yra mazese’
(didesr®) uz trapecijost BC D viduring linija PN = L522/02))

Remdamiesi apileZimu, istirsime kai kuti funkcijy iskiluma.

1. [rodysime, kad funkcijgf (x) = sinx intervale[0; 7] yra iSkila aukStyn.
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1 pav.

X1+x2 X1—X2

<

lrodymas Jeigu 0< x3 < x2 < 7, tai 0< —— < 7, —% 5— < % Taigi
sinx;+sin . + — . — . . .
2 =sin=2 . cosZ 2 < sin , nes cos*2 < 1. Lygyhe galima tik

tada, kaix; = x». Vadinasi, funkcijaf (x) = sinx intervale[0; ] yra iSkila aukStyn.

Analogiskai rodoma, kad funkcijaf (x) = cosx intervale [— 3 ; % ] yra iSkila
aukstyn, o funkcijosf (x) =tgx ir f(x) = ctgx intervale(0; %) yra iskilos Zemyn.

X1+x2

2. Funkcijaf (x) = % x € (0; +00) yra iSkila Zemyn, nes

X1+xz) S+ f) 2 1 1 (x1 — x2)?

2 2 TXitxz 20 2vp 2n-xp-(udxn)

f(

su bet kuriaiscy, x2 € (0; +00). Lygybé galima tik tada, kat1 = x».

Analogiskaiirodoma, kad funkcijaf (x) = x2, x € R, yra i8kila Zemyn.
3. lrodysime, kad funkcijgf (x) =1gx, x € (0; +00), yra iSkila aukstyn.

. ) X1+x2 lgx1+lg x2 _ X1+x2 _ X1+x2
lrodymas Turime: lg—— — > =lg—— —lg/x1x2=1g N >0, nes

(VX1 — \/x—z)z > 0= x1 + x2 > 2/x1x2. Lygybé galima tik tada, kai, = x». Taigi
funkcija f (x) = Igx yra iSkila aukstyn.

PastabaTiriant funkciju savybes iSvestinipagalba, funkcijos iSkiluagalima nus-
tatyti remiantis Sia teorema:

Funkcija f: (a; b) € R — R, turinti antraja iSvestim, yra iSkila Zemyn (aukstyn)
tada ir tik tada, kaif” > 0 (f” < Q) intervale (a; b).

PavyzdZiui, funkcijaf (x) = x4, x € R, yra iskila Zemyn, neg” (x) = 12x? > 0.

1 TEOREMA. Jeigu funkcija f: (a;b) € R — R yra iSkila Zemyn (aukstyn), tai
Vx1, X2, ..., X, € (a; b) teisinga nelygye’

x1+x2+-x < SO+ )+ 4 fxn)
7 )& p '

Lygylke galima tik tada, kaky = xo = -+ = x,,.

2

n

[rodymas Teorenairodysime tik atskiriems: atvejams.
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1 atvejis, kain = 4. Kadangi funkcijaf yra iSkila Zemyn (aukstyn), tai

(R — A< FE) ()
4 - 2 ) >

< fx) + f(x2) + f(x3) + f(xg)

) n .

Analogiskaiirodoma, kad (2) nelygyiteisinga, kair = 2%, k=3,4,5,....
2 atvejis, kain = 3. Siuo atveju turime:

x1+x2+x3 W"‘xl‘“@"‘” 1 /x1+x2+x3
f( 3 >=f< 4 )<(>)Zf( 3 )
1 1 1 X1+x2+x3
7/ + 7 )+ 5 S = (B

< fl) 4 f(x2) + f(x3)
=) 3 '

Lygybeé galima tik tada, kat; = x» = x3.

Nesunkurodyti (2) nelygyke ir atvejais, kah =6k, k=1,2,3,....

Remdamiesi 1 teorem@odysime nelygybes tarp teigiamy skatiu aritmetinio
(A,), geometrinio G,,), kvadratinio ;) ir harmoninio #,,) vidurkiu.

2 TEOREMA. Teigiamy skatiu a1, ao, . . . , a, vidurkiams teisingos nelyggb:
H, < G, < Ap < K. ©)
Vidurkiai lygus tada ir tik tada, kai visi skaiai yra lygus.

lrodymas 1) Pirmiausiairodysime, kadG, < A,. Nagrirekime funkcig f(x) =
lg x, x € (0; +00), kuri yra iSkila aukstyn. Toel teisinga nelygyé:

| | |
Ig al+az4r; +an > gaitlgaz+---+lday —Ig(azay . ..ay)Y”
= .Jaiaz...a, < w, ty. G, <A,
n
Lygybe galima tik tada, kaiy =ax = ... = a,.
2) lrodysime, kadH,, < G,,.
Nagrinekimen teigiamy skatiu % , % e % ir jiems pritaikykime geometrinio
ir aritmetinio vidurkiy nelygyle.
Turime:
1
-+ a n
= T < Y,
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t.y. H, < G,. Lygybé galima tik tada, ka1 =as = ... = a,.

3) lrodysime, kadA,, < K.

Nagrirekime funkcip f(x) = x?, x € (0; +00), kuri yra iSkila Zemyn. Taigi, bet
kuriems teigiamiems skaémsasy, ao, .. ., a, galioja nelygyle:

<a1+a2+...an )2< a]2_+a%++a3:>

n n

K _\/a]2.+a%+"'+al%>\/(al+02+"'+an)2_a1+a2+~~~+an
n= Z =

n

:An,

n n

ty. K, > A,.

Lygybeé galima tik tada, kai; =ap=...=a,. Vadinasi,H, < G, < A, < K,.

Remdamiesi (2) ir (3) nelygymis, iSspesime keled uZzdavinij. Daug uzdavini,
sprendZiamg remiantis (3) nelygy&mis, galima rasti [1] knygeje.

1 pavyzdysleigua, B ir y yra trikampio kamp didumai, tai teisingos nelyggs:

Y T S
1)sm§-sm§-sm5<§,

2) sina +sing + siny < cos% + cosg + cos%.

lrodymas 1) Funkcijaf(x) = sin % x € [0; 7] yra iSkila aukstyn, toell

.o . ,3 .Y
sin% +sin% +sin=
2 2 a+p+ .
P _ sinZ =

< sin—¢ 5

NIl

3
B

sinO‘—Jrsin—JrsinZ 3 3
Kita vertus, sirg -sing - sin% < #) < (%) = %.
Lygybeé galima tik tada, kak = 8 =y = /3.
2) Kadangi funkcijaf (x) = sinx intervale[0; ] yra iSkila aukStyn, tai

sin . . . . .
I a+SInﬂ<sina+ﬂ, SInﬂ+S|ny<sinﬂ+y, Slny+SIna<siny+a.
2 2 2 2 2
SudEje Sias lygybes gauname:
sina + sing +siny < sin# + sinﬂ er Y +siny era
—sin™ =Y 4 sin™=% 4 sin™=2 _ cos® + cos? + cos.
B 2 2 2 2 2 2’

2 pavyzdysds visy trikampiy, apibezi) apie spindulia- apskriting, rasime maziau-
sio perimetro trikamp

SprendimasSakykime, apie duafi apskritima apibeztas trikampisA BC, kurio
kampy didumai yraw, B ir y (2r. 2 pav.). Kadangid By = AC1 = rctg%, CBy =
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CA1=r ctg%, BA1=BC1=r ctg%, tai Pypc = 2r(ctg%+ctg§+ctg%). Funkcija
fx)= ctg% intervale(0; r) yraiSkila Zemyn, tai

4
2
Lygybeé galima, t.y. perimetras yra maziausias, kak 8 = y. Taigi apie apskritim
apibreZto lygiakrasio trikampio perimetras yra maZiausias.

—oe—i—,z-i—y =6rCtg%=6\/§r.

P=2r(ctg%+ctg +ctg%> >2-3rctg

3 pavyzdysleiguas, as, . .., a, —n-kampio krastinj ilgiai, o P = a1 +azx+- - - +ay,
— perimetras, tai teisinga nelyggb’

n

a n
Z:P—a 211—1'
k=1 k

(Moksleiviy matematikos olimpiados: Vokietija 1967, Anglija 1976.)

n
lrodymas.Sakykime, kadb, = % . Tadakglbk =1ir P‘i"ak = lf"bk. Taigi reikia

irodyti, kad

n
kai Zbk =1,b; > 0.
k=1

=~

-1
Nagrirekime funkcip f(x) = =, x € (0;1). Ji yra i8kila Zemyn, neg” (x) =

—2 _->o. Vadinasi,

(1-x)3
b1+bo+-+by,
# 1 by by b,
— <= ( R )
1_— bi+bot--+4by n\1l—b1 1-—0by 1-b,
n

n
by
:>E >n- 1= .
et 1-7 n-1
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Uzdaviniai

. Jeigua, B, y —smailiojo trikampio kampai, tai teisingos nelygd’

a) com-cosﬂ-cos;/<1'b) co&x-cosﬂ-cos;/\g;
C) 508 + o5 + ooy > 6: ) tger 1B - gy >3V3;
€) Ctgz + Clg3 + Clg <tga +198 +1gy; f) ctge + ctgB + ctgy > /3,

. Jeigua, B, y — trikampio kampai, tai teisingos nelyggs:’

)—+—+— 6;b)sinoe~sinﬂ~siny<3—*/§;
m_ smﬁ Sln 8
2 2
1 1 1 B y 3f
c) sz pc + Sinzy > 12;d) cos; - coS5 - C0S5 < ~5~
o B .
e)tg§+tg5+tg ‘/_f)mJFWJFW 2J§,

g) (sina + sing + siny)2 > 9sina sing siny;
h) tg‘; + tg Py tg < ctga + ctgf + ctgy;
i) ctg = + ctg—- i + ctg % <ctgd + ctg% +ctg 2. lrodykite.

| splndullo R apskrltlrm ibreztas trikampisABC ir apie apskriting apibeztas

trikampisK L M. lrodykite, kadPspc < PKLM

. Jeigua, b, ¢ — trikampio krastini ilgiai, Or ir R —ibrezto ir apibezto apskritiny

spinduliai, tai 6/3r < a + b + ¢ < 3v/3R. lrodykite.

. Trikampio ABC vidiniy kampy A, B ir C pusiaukampias kerta apieidrikampi

apibrzia apskritina taSkuoseA;, B ir Ci. lrodykite, kad trikampioABC
perimetras ne didesnis uZ trikampla B1C1 perimeta.

. Tarp viq trikampu, apibezuy apie spindulior apskritima, raskite maZiausio

ploto trikamp.

. Tarp viay trikampu, kuriy vienas kampas lygus 30r apibrézi) apie spindulio-

apskritima, raskite maZziausio perimetro trikamp

. Tarp visy trikampu, ibrezu | spindulio R apskritimg, raskite didziausio ploto

trikamp.

. Tarp vigqy trikampiy, kuriy vienas kampas lygus 30r ibreziy | spindulio R ap-

skritima, raskite maZziausio ploto trikamp
Sakykime, kada, b, ¢ — trikampio krasStinj ilgiai, S — trikampio plotas,P
— trikampio perimetras; — ibreZzto apskritimo spindulys, ® — apib€zto ap-
skritimo spindulyerodykite nelygybes
1) +3 1,1 25,2)S 3)P2>108r2 4)a? 4+ b% + 2 > 4/3S;

a 1

S)E\b_+c+a+c+m<2’6)2+ +2/2Rr
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SUMMARY

J. Sinkuinas. Convex functionsand inequalitiesin the secondary school

A function f: Dy — R is called convex if for any, y € Dy the inequalityf(?) < w holds.

We prove the main property of the convex fonctions (inequality (4)) and also the inequalities which the
arithmetic, geometric, harmonic and quadratic means of several positive numbers satisfy. Then we prove
some trigonometric and geometric inequalities.

Keywords:function, convex function, arithmetic, geometric, harmonic and quadratic means, trigonometric
and geometric inequalities.



