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Žini ↪u tikrinimo matematinis modelis
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Reziumė.Pasiūlytas matematinis modelis testo rezultat↪u tikimybiniam skirstiniui gauti. Tai leidžia formu-
luoti rekomendacijas parenkant testo užduotis↪ivairioms testuojam↪uj ↪u grupėms, priklausomai nuo j↪u žini ↪u
lygio.

Raktiniai žodžiai:test↪u užduoči ↪u sprendimo teorija, žini↪u matavimas, entropija, tikimybinis skirstinys.

1. Darbo tikslas

Matematiniai modeliai sudaro test
↪
u teorijos mokslin

↪
i pagrind

↪
a ir yra

↪
iprastas test

↪
u

taikymo praktikos
↪
irankis. Pagrindinis klasikin˙es test

↪
u teorijos modelis remiasi matuo-

jam
↪

u savybi
↪
u skirstinio normališkumu, o vienas iš svarbiausi

↪
u uždavini

↪
u – testu iš-

matuot↪u dydži ↪u nuokrypi↪u nuo tam tikr↪u standartini↪u dydži ↪u skaičiavimas (žr. [1]).
Žini

↪
u matavimo testuose, ypaˇc kai testuojam

↪
uj

↪
u nėra labai daug ir kai taikomi ne-

standartizuoti testai, sunku tik˙etis gauti konstrukto (šiuo atveju žini↪u lygio) nor-
mal

↪
uj

↪
i skirstin

↪
i ir tokie atvejai reikalauja sud˙etingesni

↪
u tikimybini

↪
u modeli

↪
u. Test

↪
u

užduoči
↪
u sprendimo matematin˙es teorijos (IRT – Item Response Theory [2]; dar va-

dinamos tikimybine test
↪
u teorija [3]) pradininku laikomas dan

↪
u matematikas G. Rašas

(G. Rasch) [4]. Jo modelio esm
↪
e sudaro prielaida: tikimyb˙e, kad testuojamasis teisin-

gai išspr
↪
es testo užduot

↪
i priklauso nuo užduoties sunkumo ir nuo testuojamojo asmens

tiriamosios savyb˙es – konstrukto. IRT tikslas yra išmatuoti ši
↪
a savyb

↪
e – latentin

↪
i mo-

delio parametr↪a.
Tarkime, kadS yra testuojamojo savyb˙e, oD – klausimo sunkumas. Rašo modelyje

tikimybė, kad
↪
i klausim↪a bus atsakyta teisingai, išreiškiama formule

P (S,D) = S

S + D
= 1

1+ D
S

. (1)

Taigi, esant vienodoms abiej↪u paramet↪uS ir D reikšmėms, teisingo atsakymo tikimyb˙e
lygi 0,5. Apibrėž

↪
es naujus kintamuosiusθ = lnS ir δ = lnD (j

↪
u matavimo vienetas

vadinamaslogitu), Rašas gavovienparametrin
↪
i logistin

↪
i model

↪
i

P (θ, δ) = 1

1+ eδ−θ
. (2)

Galimi
↪
ivairūs (1), (2) modelio apibendrinimai, kai papildomi parametrai leidžia at-

sižvelgti
↪
i klausimo skiriam

↪
aj

↪
a geb

↪
a,

↪
i atsakymo atsp˙ejimo tikimyb

↪
e ir pan. [3].
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1 pastaba. Visais atvejais klausimo charakteristin˙e funkcija P (θ, δ) yra ne-
mažėjanti parametroθ – testuojam

↪
uj

↪
u savybės lygio – atžvilgiu.

Tarkime, kadp ∈ [0,1] yra testuojamojo žini
↪
u lygis. J

↪
i galima suprasti kaip

studento
↪
isisavint

↪
a dalyko programos dal

↪
i, t.y. tam tikr

↪
a kriterin

↪
i žini

↪
u

↪
ivert

↪
i [5].

Atkreipkime dėmes
↪
i, kad p ne tik sunkiai išmatuojamas, bet ir n˙era vienareikšmiškai

apibrėžiamas dydis. Pažym˙ekimekj (p) tikimyb
↪
e, kad studentas, turintis žini

↪
u lyg

↪
i p,

teisingai atsakys
↪
i j - ↪aj

↪
i testo klausim↪a. Taigi, atsižvelgdami

↪
i 1 pastab↪a, galime

pasirinkti bet kuri
↪
a nemaž˙ejanči

↪
a funkcij

↪
a k: [0,1] → [0,1]. Sudarykimen klausim

↪
u

rinkin
↪
i (test

↪
a):

T = {
k1(p),k2(p), . . . , kn(p)

}
. (3)

PažymėkimeK(p) testuojamojo, turinˇcio žini
↪
u lyg

↪
i p, teising

↪
u atsakym

↪
u skaiči

↪
u, t.y.

diskret↪uj
↪
i atsitiktin

↪
i dyd

↪
i

P
{
K(p) = m

} = tm(p), m = 0,1, . . . ,n. (4)

Tarkime, kadf (p) =
{

f0(p) � 0, kai p ∈ [0,1],
0, kai p /∈ [0,1]

(∫ 1
0 f0(x)dx = 1

)
– testuo-

jam
↪

uj
↪

u populiacijos žini
↪
u lygio tikimybinio tankio funkcija. Tada kito diskreˇciojo at-

sitiktinio dydžioK = ∫ 1
0 K(p)f0(p)dp prasmė – testo rezultat↪u pasiskirstymas popu-

liacijoje:

P {K = m} = pm =
∫ 1

0
tm(p)f0(p)dp, m = 0,1, . . . ,n. (5)

Taigi, m testo tašk
↪
u gaus vidutiniškaipm · 100% testuojam

↪
uj

↪
u.

Mūs ↪u testavimo modelio tikslas – sudaryti test↪a T , kuris leist↪u efektyviai atlikti
testuojam

↪
uj

↪
u normin

↪
i vertinim

↪
a [5], t.y. kad testo rezultatai leist

↪
u atskirti silpnesnius

studentus nuo stipresni
↪
u, tačiau mesneturime tikslo išmatuoti latentin

↪
i parametr

↪
ap.

Kitaip tariant, testavimo rezultatai turi b¯uti matuojamiranginėje skalėje [6].
Suformuluokime bendruosius modelio sudarymo principus.
• (3) testo T klausim

↪
u skaičius n, klausim

↪
u charakteristinės funkcijoskj (p) ir

testuojam
↪

uj
↪

u populiacijos tankisf (p) laikomi žinomais uždavinio duomenimis.
Taigi šiame darbe mes ne tik turimea priori apibrėžt

↪
a funkcij

↪
u pavidal

↪
a, bet ir

neturime tikslo
↪
ivertinti latentinius parametrus ir tai esminis skirtumas lyginant

su IRT teorijos modeliais.
• Funkcijoskj (p) ir f0(p) turi būti pritaikytos neryškioms s

↪
avokoms „lengvas“

arba „sunkus“ klausimas, „stipri“ arba „silpna“ testuojam
↪

uj
↪
u grupė. Atkreip-

kime dėmes
↪
i, kad IRT teorijos sud˙etingumas gerokai komplikuoja jos taikymus

praktikoje [7]. Mes bandome sukurti model
↪
i, kuris ateityje galėt

↪
u tapti patogiu

praktiniu
↪
irankiu.

• Modelis pritaikytas testo teikiamos informacijos kiekio maksimizavimui ir orien-
tuotas

↪
i norminius vertinimus.



Žini ↪u tikrinimo matematinis modelis 219

2. Matematinis modelis

Apskaičiuokime (4) tikimybestm(p). Jos lygios generuojanˇciosios funkcijos daugia-
nario [8] koeficientams:

�n(p,x) =
n∏

j=1

(
1− kj (p) + kj (p)x

) = t0(p) + t1(p)x + · · · + tn(p)xn. (6)

Testo teikiamos informacijos kiek
↪
i gauname apskaiˇciav

↪
e entropijos funkcijos [9]

reikšm
↪
e

E(k1, . . . , kn;f0) =
n∑

m=0

pm ln
1

pm

, (7)

kai tikimybespm, gauname iš (5), (6) formuli
↪
u. Pasteb˙ekime, kad entropijos matavimo

vienetas (šiuo atvejunatas) priklauso nuo pasirinkto (7) formul˙eje logaritmo pagrindo,
o didžiausi↪a entropij↪a (informacijos maksimum↪a) gauname, kaip0 = p1 = . . . = pn =

1
n+1. Tada testuojam↪uj ↪u, gavusi↪u testo rezultatus 0, 1,. . ., n bus vidutiniškai po lygiai
ir testas tur˙es maksimali

↪
a skiriam

↪
aj

↪
a geb

↪
a.

Klausim
↪

u sunkumus apib¯udinančias charakteristines funkcijas laikysime atkar-
pomis tiesinėmis:

kj (p;α,β) =




0, kai p < α,
p−α
β−α

, kai α � p � β,

1, kai p > β.

(8)

1 pav. parodyti funkcij
↪
ukL(p;0,0.5), kV (p;0,1) ir kS(p;0.5,1) grafikai. Šios funkci-

jos s
↪
alyginai pavadintos atitinkamai lengvo, vidutinio ir sunkaus klausimo charakte-

ristinėmis funkcijomis ir leidžia apibr˙ežti atitinkamasneryškias(fuzzy) [10] klausim
↪
u

aibes. Aišk
↪

u, kad konkreˇcios parametr
↪
u α ir β reikšmės turėt

↪
u būti tikslinamos ekspe-

rimentais.

1 pav. Klausim↪u charakteristin˙es funkcijos: (L) – lengvas, (V) – vidutinis ir (S) – sunkus.
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Žini
↪
u lygio pasiskirstymo populiacijoje tank

↪
i f0(p) taip pat apibr˙ežkime atkar-

pomis tiesine funkcija

f0(p;a,b, c,d) =




0, kai p � a,

M · p−a
b−a

, kai a < p < b,

M, kai b � p � c,

M · d−p
d−c

, kai c < p < d,

0, kai p � d,

M = 2
d−a+c−b

.

(9)

3. Skaitiniai eksperimentai

Modeliui tirti buvo sukurta programa ir atlikti testo rezultat↪u tikimybinio skirstinio ir
entropijos funkcijos reikšmi

↪
u skaičiavimai trij

↪
u klausim

↪
u testo atveju. Skaiˇciavimai

atlikti trim testuojam
↪
uj

↪
u populiacijoms – turintiems silpnasf0(p;0,0.33,0.33,0.67),

vidutinesf0(p;0.25, 0.5,0.5,0.75) ir stipriasf0(p;0.33, 0.67,0.67,1) žinias su vi-
somis galimomis klausim

↪
u sunkumo funkcij

↪
ukL(p;0,0.5), kV (p;0,1) ir kS(p;0.5,1)

kombinacijomis.
2 pav. pavaizduotos normuotos entropijos funkcij

↪
u reikšmės

↪
ivairiems trij

↪
u klau-

sim ↪u rinkiniams. Abscisi↪u ašyje išd˙estyti testai pagal j↪u sunkumo augim↪a nuo 300
(trys lengvi klausimai) iki 003 (trys sunk¯us klausimai). Matome, kad entropijos funkci-
jos reikšmė, tuo paˇciu ir testo teikiamos informacijos kiekis, silpnai populiacijai yra
didžausia, kai test

↪
a sudaro 2 lengvi ir 1 vidutinio sunkumo klausimai (210), vidutiniai

populiacijai, kai yra 3 vidutinio sunkumo klausimai (030), stipriai populiacijai, kai
test

↪
a sudaro 1 vidutinio sunkumo ir 2 sunk¯us klausimai (012).
Dėl apribojim

↪
u straipsnio apimˇciai mes neteikiame analogišk

↪
u skaičiavim

↪
u 10 klau-

sim
↪
u testui. Pamin˙esime tik, kad vidutinio stiprumo populiacijai (vis

↪
u parametr

↪
u

2 pav. Trij ↪u klausim↪u testo entropijos funkcijos silpnai, vidutinei ir stipriai testuojam↪uj ↪u populiacijoms.
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reikšmės nekeiˇciamos) didžiausi
↪
a entropij

↪
a (nuo 73 iki 83 %) gavome, esant klausim

↪
u

sunkumo kombinacijoms 334, 442, 253, 235,... ir toki
↪
u kombinacij

↪
u buvo pakankamai

daug.

4. Išvados ir numatom
↪

u tyrim
↪

u t
↪
asa

Pasiūlytas matematinis modelis leidžia formuluoti praktines rekomendacijas žini
↪

u
tikrinimo testo klausimams parinkti skirtingoms testuojam

↪
uj

↪
u grupėms. Modelio

patikimumui didinti svarb¯us šie klausimai:
• Palyginti parinktas atkarpomis tiesines funkcijas su IRT teorijos logistin˙emis

funkcijomis.
• Ištirti rezultat

↪
u stabilum

↪
a funkcij

↪
u kj ir f0 parametr

↪
u α, β, a, b, c, d atžvilgiu.

• Pasiūlyti ši
↪
u parametr

↪
u statistini

↪
u

↪
iverči

↪
u paieškos algoritmus.

• Atlikti eksperimentus su realiais duomenimis.
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9. V. Stakėnas,Informacijos kodavimas, VU, Vilnius (1996).

10. L.A. Zadeh, Fuzzy sets,Information and Control, 8(3), 338–353 (1965).

SUMMARY

A. Krylovas, N. Kosareva. Mathematical model for knowledge testing

There is a mathematical model for obtaining test responses probability distribution proposed. This enables
to formulate recomendations for selection of test items for different groups of tested population according
to their attainment level.

Keywords:item response theory, attainment testing, entropy, probability distribution.


