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Reziumé. Pasillytas matematinis modelis testo rezulteikimybiniam skirstiniui gauti. Tai leidZia formu-
luoti rekomendacijas parenkant testo uzduptigrioms testuojamju grugems, priklausomai nuajziniy

lygio.

Raktiniai ZodZiaitesty uzduaiu sprendimo teorija, Zigimatavimas, entropija, tikimybinis skirstinys.

1. Darbo tikslas

Matematiniai modeliai sudaro testeorijos mokslip pagrinca ir yra iprastas test
taikymo praktikogrankis. Pagrindinis klasikies test teorijos modelis remiasi matuo-
jamuy savybu skirstinio normaliSkumu, o vienas iS svarbiausizdaviniy — testu is-
matuot; dydzu nuokrypiy nuo tam tiky standartini dydzu skatiavimas (zZr. [1]).
Ziniy matavimo testuose, ypai testuojamjy réra labai daug ir kai taikomi ne-
standartizuoti testai, sunku &ks gauti konstrukto (Siuo atveju Zinilygio) nor-
maluji skirstini ir tokie atvejai reikalauja sugtingesni tikimybiniu modeli). Test
uzduaiy sprendimo matematis teorijos (IRT — Item Response Theory [2]; dar va-
dinamos tikimybine testteorija [3]) pradininku laikomas dammatematikas G. RaSas
(G. Rasch) [4]. Jo modelio egrsudaro prielaida: tikimydy'kad testuojamasis teisin-
gai iSspes testo uzduppriklauso nuo uzduoties sunkumo ir nuo testuojamojo asmens
tiriamosios savybs — konstrukto. IRT tikslas yra iSmatuota$avyle — latentin mo-
delio parameta.

Tarkime, kadS yra testuojamojo savyh 0 D — klausimo sunkumas. RaSo modelyje
tikimybe, kadi klausima bus atsakyta teisingai, iSreiSkiama formule

1
S+D  1+L°

P(S,D)= (1)

Taigi, esant vienodoms abigparamei S ir D reikSnmems, teisingo atsakymo tikimgb’
lygi 0, 5. ApibréZes naujus kintamuosius=In S ir § = In D (ju matavimo vienetas
vadinamadogitu), RaSas gaveienparametriplogistinj model
PH,8) = ! (2
T 14 e5 0

Galimi jvairus (1), (2) modelio apibendrinimai, kai papildomi parametrai leidzia at-
sizvelgtii klausimo skirianaja gela, i atsakymo atsgjimo tikimybe ir pan. [3].
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1 pastaba. Visais atvejais klausimo charakterigtinfunkcija P(#,8) yra ne-
mazZjanti parametr@ — testuojamju savyles lygio — atZvilgiu.

Tarkime, kadp € [0, 1] yra testuojamojo Zimi lygis. J galima suprasti kaip
studentoisisavine dalyko programos dalt.y. tam tika kriterin Ziniu iverti [5].
Atkreipkime cemeg kad p ne tik sunkiai iSmatuojamas, bet iera vienareikSmiskai
apibreziamas dydis. Pazyekimek; (p) tikimybe, kad studentas, turintis Zinlygi p,
teisingai atsakyg j-aji testo klausim. Taigi, atsizvelgdami 1 pastak, galime
pasirinkti bet kura nemagjartia funkcija k: [0, 1] — [0, 1]. Sudarykime: klausinmu
rinkinj (tesi):

Pazynekime K (p) testuojamojo, turiaio Ziniy lygi p, teisingy atsakynu skatiy, t.y.
diskretyji atsitiktinj dydj

P{K(p)=m}=ty(p), m=0,1,....n. (4)

; _J fo(p) >0, kaipel[0,1], 1 1) i
Tarkime, kadf (p) = 0. kai p¢[0.1] (fo fo(x)dx = 1) testuo
jamuju populiacijos zini lygio tikimybinio tankio funkcija. Tada kito diskoidjo at-
sitiktinio dydZioK = fol K (p) fo(p) dp prasne — testo rezultatpasiskirstymas popu-
liacijoje:

1

Taigi, m testo taSk gaus vidutiniSkap,, - 100% testuojamju.

Musy testavimo modelio tikslas — sudaryti ®st, kuris leisti efektyviai atlikti
testuojanuju normin vertinima [5], t.y. kad testo rezultatai leistatskirti silpnesnius
studentus nuo stipresnitaCiau mesneturime tikslo iSmatuoti latentinparameta p.
Kitaip tariant, testavimo rezultatai turuli-matuojamiranginéje skagje[6].

Suformuluokime bendruosius modelio sudarymo principus.

e (3) testo T klausimy skatius n, klausimy charakteristies funkcijosk;(p) ir
testuojamiju populiacijos tankisf (p) laikomi Zinomais uzdavinio duomenimis.
Taigi Siame darbe mes ne tik turinaepriori apibreéz@a funkciju pavidah, bet ir
neturime tikslojvertinti latentinius parametrus ir tai esminis skirtumas lyginant
su IRT teorijos modeliais.

e Funkcijosk;(p) ir fo(p) turi buti pritaikytos nerySkiomsavokoms ,lengvas*
arba ,sunkus” klausimas, ,stipri* arba ,silpna“ testuojanuju grupe. Atkreip-
kime démeg kad IRT teorijos sudfingumas gerokai komplikuoja jos taikymus
praktikoje [7]. Mes bandome sukurti mo@eiuris ateityje gatiy tapti patogiu
praktiniujrankiu.

e Modelis pritaikytas testo teikiamos informacijos kiekio maksimizavimui ir orien-
tuotasj norminius vertinimus



Ziniy tikrinimo matematinis modelis 219

2. Matematinis modelis

Apskatiuokime (4) tikimybes,, (p). Jos lygios generuojaiosios funkcijos daugia-
nario [8] koeficientams:

n

W, (p,x) = [ [ (L—k;(p) +kj(p)x) = to(p) + t1(p)x + -+ ta(p)x".  (6)
j=1

Testo teikiamos informacijos kiglgauname apskeigive entropijos funkcijos [9]
reikSne

n
1
E(ky.....kp: fo) =Y pmIn—, (7)
m=0 Pm

kai tikimybesp,,, gauname i$ (5), (6) formuli Pastebkime, kad entropijos matavimo
vienetas (Siuo atvejoatag priklauso nuo pasirinkto (7) formejé logaritmo pagrindo,
o didZiausa entropig (informacijos maksimua) gauname, kahg=p1=... = p, =
n—il. Tada testuojamju, gavusi testo rezultatus 0, 1, ., n bus vidutiniSkai po lygiai
ir testas tues maksimadi skirianaja gela.

Klausimu sunkumus apildinarcias charakteristines funkcijas laikysime atkar-
pomis tiesiemis:

0, kai p < a,
kj(p;a,p) =1 £=, kaia <p<p, (8)
1, kai p > B.

1 pav. parodyti funkcijk; (p; 0, 0.5), ky (p; 0, 1) ir ks(p; 0.5, 1) grafikai. Sios funkci-

jos salyginai pavadintos atitinkamai lengvo, vidutinio ir sunkaus klausimo charakte-
ristinémis funkcijomis ir leidZia apil@zti atitinkamaserySkiag(fuzzy [10] klausinmu
aibes. Aiski, kad konkreios parametra ir B reikSmes tuety buti tikslinamos ekspe-
rimentais.

0! 0.5 1

1 pav. Klausinu charakteristias funkcijos: (L) — lengvas, (V) — vidutinis ir (S) — sunkus.
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Ziniy lygio pasiskirstymo populiacijoje tankfo(p) taip pat apibezkime atkar-
pomis tiesine funkcija

0, kai p < a,
M- 2=, kaia < p <b,
M, kaib < p <c,

; 7b7 7d = - . 9
fo(pia.b,c.d) M-fijz, kaic < p <d, ©)
0, kai p > d,

2
M:dfaJrcfb'

3. Skaitiniai eksperimentai

Modeliui tirti buvo sukurta programa ir atlikti testo rezuliaikimybinio skirstinio ir
entropijos funkcijos reikSmi skatCiavimai triju klausimy testo atveju. Skaidvimai
atlikti trim testuojanuju populiacijoms — turintiems silpnag(p; 0, 0.33,0.33,0.67),
vidutines fp(p; 0.25, 0.5, 0.5, 0.75) ir stiprias fp(p; 0.33, 0.67,0.67, 1) Zinias su vi-
somis galimomis klausimsunkumo funkcijk; (p; 0, 0.5), ky (p; 0,1) ir kg(p; 0.5,1)
kombinacijomis.

2 pav. pavaizduotos normuotos entropijos funkegikSnes jvairiems trijy klau-
simy rinkiniams. Abscisi aSyje iSe@styti testai pagalyj sunkumo augi@ nuo 300
(trys lengvi klausimai) iki 003 (trys sunis klausimai). Matome, kad entropijos funkci-
jos reikSne, tuo paiu ir testo teikiamos informacijos kiekis, silpnai populiacijai yra
didZausia, kai teatsudaro 2 lengvi ir 1 vidutinio sunkumo klausimai (210), vidutiniai
populiacijai, kai yra 3 vidutinio sunkumo klausimai (030), stipriai populiacijai, kai
test sudaro 1 vidutinio sunkumo ir 2 sumkklausimai (012).

Del apribojimy straipsnio apiroiai mes neteikiame analogigkkatiavimu 10 klau-
simy testui. Pamiasime tik, kad vidutinio stiprumo populiacijai (visparamety

Entropija
04

300 210 120 201 111 030 021 102 012 003

Testo sunkumas

2 pav. Triy klausimy testo entropijos funkcijos silpnai, vidutinei ir stipriai testuojggpopuliacijoms.
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reikSmes nekeiiamos) didZiaus entropia (nuo 73 iki 83 %) gavome, esant klausim
sunkumo kombinacijoms 334, 442, 253, 235,... ir tdkbmbinacij) buvo pakankamai
daug.

4. ISvados ir numatorry tyrim u tasa

Pasulytas matematinis modelis leidzia formuluoti praktines rekomendacijag Zini
tikrinimo testo klausimams parinkti skirtingoms testuojgm gruggms. Modelio
patikimumui didinti svarhis Sie klausimai:

e Palyginti parinktas atkarpomis tiesines funkcijas su IRT teorijos logstia’

funkcijomis.

o IStirti rezultat) stabiluna funkcijy ; ir fo paramet o, 8, a, b, ¢, d atzvilgiu.

o Pasilyti Siy paramety statistiniy jverciu paieskos algoritmus.

o Atlikti eksperimentus su realiais duomenimis.
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SUMMARY

A. Krylovas, N. Kosareva. Mathematical model for knowledgetesting

There is a mathematical model for obtaining tespogses probability distribution proposed. This enables
to formulate recomendations for selection of test items for different groups of tested population according
to their attainment level.

Keywords:item response theory, attainment testing, entropy, probability distribution.



