Liet. mat. rink. LMD darbai48/49 2008, 407-411

Kolmogorovo uzdavinys M&ovo grandiems

Marijus iris MIKALAUSKAS (VU)

el. pastas: m.mikalauskas@it.lt

Reziumeé. Tyrimo objektu yra atsitiktini dydziy, sudaraaiy dvieju busemny Markovo grandie, sumos

seriju schemoje. &i sumy skirstiniai aproksimuojami parametrine mateima, sudaryta i$ wisgalimy

tokiy sunu ribiniy skirstinu, diskretizuag tolydziais atvejais. SprendzZiamas Kolmogorovo uzdavinys:
vertinamas aproksimavimo tikslumas, parenkant tinkamgaost iS parametrias Seimos. Straipsnyje
apraSomas bendras Kolmogorovo uzdavinio sprendimo metodas bei pateikiami galutiniai rezultatai
aproksimuojant vienu i$ mat

Raktiniai zodziaiMarkovo grandie, Kolmogorovo uzdavinys, asimptotinis skleidinys, variacijos metrika.

1. Uzdavinys

Nagrirgjama homogenadviey busem Markovo grandie su lusenomisk; ir Eo,
pradine lisenak; ir pergjimo tikimybiy matricaP:

P 9
P={_ ], (1.1)
q P
kurp+g=1irg+p=1.

Pazynekime X (n) atsitiktinius dydziusjgyjanCius reikSmes 1 ir 0, kai grandin’
patenka busenagt; ir E», atitinkamai. Pastedsime, kad nagri&jama serij schema,
t.y. pegjimo tikimybiy matrica priklauso nua. Tokiu budu, atsitiktire nuliy ir
vienety seka{X;(n), k =1,2,...,n} sudaro Markovo grand:su pradine bisena
1 ir pergjimo tikimybiy matricaP.

Nagrinésime atsitiktini dydziy X, (n) suma

& =X1(n) + Xo(n) + -+ + X, (n). (1.2)

Sios sumos tikimybimata zymesimeP, (m|p, p) = P{&, = m).

Dobrusin [4] darbe parad kad neiSsigimusiais ribiniais skirstiniais tiriamos statis-
tikos &, tiesirems funkcijoms tegalidtti 7 tikimybiniai skirstiniai.

MeSalkin [7], llja&enko [5] ir Anisimov [1] savo darbuose ybendresibaigtinio
busen skatiaus atvejir taipogi uzra& visus galimus ribinius skirstinius. Klausimas
apie tesing konvergavimo greiifr optimaly aproksimuojacio mato bei jo paramair
parinkima bet kokioms Markovo grandas tikimybu p ir p reikSnmems yra atviras
iki Siol.
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Tyrimo tikslu yra Kolmogorovo uzdavinio (Zr., [6]) sprendimas apraSytai dviej
busen Markovo grandinei, t.y. radimas funkcijag(n), tenkinamios alyga:

lim  sup inf inf  p(Pu(p. D), Mk (a, b)) po t(n) =1, (1.3)
=00 oL p,p<l k=127 4.peR ( " ) 0

kur p yra pilnos variacijos metrika, o paramegimati Seima{Il;(a,b), k =
1,2,...,7}, sudaryta i$ vig galimy atitinkamai normuotos ir centruotos sunii-
biniu skirstiniy, diskretizuog tolydziais atvejais.

Siame straipsnyje tiriamas statistikgg skirstinio aproksimavimas vienu i3 nuat
Seimos skirstinidl»(a, b), kurio charakteristia funkcija yra

h(t|a)e?PWO=D, (1.4)

Ciah(tla) = #ﬁi;)eﬁ — geometrinio skirstinio charakterisériunkcija ir 1> a > 0.

SkirstinysIly(a, b) yraribiniu sumak,, esant alygomsng — b < oo, g—a>0.

2. Rezultatai

1 TEOREMA. Jeigug = 0(q) ir (ng)~1=o0(1), kain — oo, tai

4n2 q

inf o (Pu(p. ), Ma(a, b)) = N J_(1+ o(1)), (2.1)
ir parametrusa ir b reikia parinkti taip
b=ng(1+p), ﬂ=a+w(1+oa>>-
— (2.2)
a=@+PA+a), a=2(1-05 - )A+ow).
3. Metodika

Atsizvelgdamii tai, kad pilnas 1 teoremagsodymas daug kaut virSyty apribojimus
straipsnio apiroiai, pateiksimarodymo metodo apraSyan

Norint tiksliai vertinti atstura tarp mat pagal variacda, esminiu yra lokalinj
tikimybiu uZsiraSymas patogia iSraiSka. PapiasSia tikimybu P, (p, p) formulé yra
labai griozdiska:

Put2(m +1) = ZC Y
k=1

no
+ch ’I; ipm quﬁn m— k+lqk (31)

kurni=min{m;n —m}, no =min{m; n —m + 1}.
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A. Bikelis pasule elegantisi formuke, kurios paprastesrforma naudojama [3]:

Pyo(m + 1
2 ST [T wo(n)gh(t,6,)e " drdodo, kai 0< m < n; (3.2)
ptL kaim=n+ 1. .
Cia

wo(t) =q +g€";
g0(t,0,a) =€’ (p +qe7) + (1 —a)(P +7€").

Pasirodo, kad ir aproksimuojein”mats (iSskyrus viea i ju — diskretizucg nor-
maluji, t.y., kai j = 2, 3, ..., 7) lokalias reikSmes galima uZraSyti analogiSka formule:

)2 (m + Llan. by)
i A i w; (8" (1.0, )¢ " dr dbda, kai 0<m <n;

@) (3.3)
Hfflz(n—i—lmn,bn), kaim=n+1.
Straispnyje nagriejamu atveju [ = 2) turime:
wZ(t) - al’h
£2(t,0, @) = €’ g21(t) + (1 — &) g22(1),

g21(t) - (1 —dy =+ ay e )enbn(el l)

goo(t) =en ion(@'=1)

Pastebsime, kad visais atvejais po trigubu integralu turimteiosius charakteris-
tiniu funkciju laipsnius. Tajgalina panaudoti Bergstremo tipo [2] asimpotinius sklei-
dinius (kaij,k=2,3,...,7,j =0):

PIom +1) = ) 5(m + 1) = 0% (m) + 07 (m)

+o+ OW ) + RGP ), (3.4)
Cia
- 1
0 m ?;)2/ / / A (.0, 0)e "™ dr do der,
- 1
RUHD(m) ?;)2/ / “‘”% 0, a)e” %" dt df da,
T -

AR = AN O + (i) —we () ALV,

FPO =wOrTP O+ (w6 —wi () AR O,
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! I o
A = Cl (g1 — ) gi ),

n
: - —(s+1 1
rtPo= 30 e T O T TP O (8 — k()
n=s+1
lvertinus skleidinio (3.4) narius, pradedant antruoju, ir liekimar (pvz., stan-

dartiniu Helderio nelygybs ir Parsevalio lygys kombinavimo metodu), tenka tirti
pirmojo nario asimptotirelges. Tai susiveda integral)

1 /™ . .
A;(m) = Z/ €@ —Dhv@)ei™d, 1=0,1,2,3, (3.5)

asimptotikos tyrima, kaioc — oco. Cia v(¢) yra sveikaskaitinio gardelinio su maksi-
maliu Zingsniu 1 mato Furje transformacijagg/ra standartinis nuokrypis.

Nagrirgjant pilnos variacijos metré tenka sumuoti toli integral) tiesines kom-
binacijas absoliutiniu dydziu pagad:

2

m

3
Y di(p.Pa,b)Am)|, (3.6)
=0

Ciad, (-) yra nuom nepriklausanios iSraiskos.

Butent dél sumavimo pagaiz, integrali asimpotikos liekamojo narigertinimy
reikia netolygioje formoje. Siam tikslui uZtenka perradyti tiriamam atvejui reikiamas
Centrires ribires problemos lokalini asimptoting skleidiniy su netolygiu lieamuoju
nariu teoremas. Gautos iSvados atrodo taip:

1 TEIGINYS. Visiemd = 1, 2, 3 teisinga lygyle’
o A1(m) =0 gCon) Hy (Xm) + 11 (¥m), (3.7)

ir egzistuoja konstantas; (/) tokios, kad visiems,, teisingos nelygys

I+1

G [(L+ 12 TF2) < a1 (A7 + 07 (3.8)

Naudoti jprastiniai Zyngjimai: ¢(x) — standartinis Gauso tanki#l;(x) — /-tasis
Ermito polinomas, o, = (m — y1)o 1.

Paskutiniame etape tenka (3.6) iSraiSkinimizuoti pagal laisvus parametrus
ir b. Pakeitus integralug\;(m) atsiZzvelgiant tapatybes (3.7) ir pritaikius Eulerio—
Makloreno sumavimo formel pereinama prie atitinkamintegrali minimizavimo.
Siam tikslui yra naudojamas Zemiau pateikiamas teiginys.

2 TEIGINYS.
inf /|H(x)+dH(x)+dH(x)| (x)dx—w (3.9)
drber J 3 2112 111 @ o -
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SUMMARY

M.J. Mikalauskas. Problem of Kolmogorov for Markovian chains

The sums of random variables from two-state Markovian chain in the schemes of series are investigated.
The sums are approximated by parametrical set of measures, which is constituted by all possible limit

measures of such sums, after making discrete in continuous cases. The problem of Kolmogorov is under
solution: the accuracy of approximation by the most relevant measure from parametrical set is evaluated in
terms of metrics of variation. The common solutischeme of Kolmogorovees problem is described and

the final results for one particular parametrical measure are presented.

Keywords: Markovian chain, problem of Kolmogorov, asymptotical expansion, metrics of variation.



