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1. lvadas

Genetika ir ypa'su ja susis bioinformatikos mokslas Siuo metu labai Sjervys-
tosi. Dél milziniSko duomen ir informacijos kiekio Sis vystymasisuy ndmanomas
be plataus kompiutagipanaudojimo, naujalgoritmy, o tuo pa&iu ir nauy matema-
tiniu metod; bei modeli. Sioje apZvalgoje trumpai supazindinama su keliais aktu-
aliais matematiniais uzdaviniais, iSkyldais apdorojant genetinius duomenis. Uz-
daviniy pasirinkina pirmiausia nidimé autoriy moksliniai interesai, taau atsizvelgta

ir | Lietuvos genetikos ir bioinformatikos mokslystymosi artimiausias perspekty-
vas. Netrukus twesimejranga genetiniams (DNR ir baltyn) lustams gaminti. Taigi,
Sios technologijos pagrindu gautduomen apdorojimas jau aktualus ir Lietuvoje.
3.1 skyrelyje pateikta viena iS galintia iSkylarciu uzdavinu formulucgiy. Nein-
formatyviy genetinij seky, kitaip tariant, ,genetinio triukSmo“ problema aptariama
3.2 skyrelyje, toliau trumpai aprasSytas gedulyginimo (alignment) uZzdavinys. Pasku-
tinis skyrius skirtas genetinisek vizualizacijos problemai.

2. Genetires sekos

Siame skyrelyje pateiksime kelis genetikos mokslo faktus, kuriais toliau rezssim’
Apsiribosime tik nukleotid (DNR) sekomis, nors betarpiSkai taikymams Zymiai ak-
tualesmes baltyny sekos. Formaliai matematinei analizei targkirtumas mazas: bal-
tymu sekos yra sudarytos i$ 20 ,raidZialfabeto, o DNR sekos turi tik 4 skirtingas
Jraides”: jas sudaro nukleotidai adeninas (A), citozinas (C), guaninas (G) ir timinas
(T) (arba jo pakaitalas uracilas (U) RNR molesja). Kiekvienam iSg budingos dvi
savylEs:jungCiy skaciusir molekués tipas Nukleotidai A ir T turi 2 jungtis, 0o Cir G

turi 3 jungtis, A ir G yrapurinai, o C ir T yrapirimidinai. Nukleotidai dviguboje DNR
grandireje sudaro komplementarias poras:AT ir C < G.

DNR grandirgje nukleotidi sekos skirstomog koduojarcias (genus)nekoduo-
jancias ir reguliavimo (gery raiSka reguliuojanias) sekas. Genas yra baltgnko-
duojanti nukleotid seka, o DNR sekos tarp gervadinamos nekoduojaimmis
genomo sekomis. Genai iSs&k abiejose DNR grandas pugse, gali biti pavieniai ar
grupese, gali persikloti vienas su kitu. Tokia organizmo savybes nusakanti nukieotid
sely visuma vadinamgenomu

Kiekviena gem koduojanti seka turi START kodan- triju nukleotid) ,Zod" ATG,

0 geno pabaig Zymi vienas iS trij STOP kodon: TAA, TAG arba TGA.
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2 pav. DNR grandiair jos sritys: koduojacios, nekoduojatios ir reguliuojasios.

Genony ,statistika®: paprasiausiy organizny — bakterijj — genome yra apie
0,5-1010° nukleoticy, kuriame yra keletasukstarciu geny. Zmogaus genome yra
apie 312- 10’ nukleotidy ir apie 30000 gem o nekoduojacivs sekos uzimar 97%
Viso genomo.

3. Aktualus uzdaviniai

Trumpai aptarsime 3 uzdavinius: geraiskos analiz, genetinio triukSmo problema ir
genetiny seky sulyginimas. Pirmasis ir togasis uzdavinys ypaaktualis taikymams
medicinoje. Genetimi seky vizualizavimo problemoms skirtas atskiras skyrius.

3.1. Gemn raiSkos analig’

Sis uzdavinys iskilo vig pirma ry$ium su naujBNR ir baltymy lusty gamybos tech-
nologija, suklesjusia mazdaug prieS 10 meir skirta gem raiSkos (gene expres-
sion), y aktyvumo tyrimui. Gen raiSkos duomananalizei naudojamivairus (mate-
matiniai) metodai: regresiir dispersie analig, klasterizacija ir klasifikacija, laiko
eiluciy modeliai, neryski aibiy (fuzzy sets) metodologija ir kiti.

Vienas iS paprasausi uzdavinio formulavim atrodyt) taip. Turime dvi imtis:

nV.p.X1,..., Xy ~N,(u1, V1) <—> sergantys gziu,
nv.p.Yy,...,Yy ~ ./\/;1(/,L2, Vo) «— sveiki.

Reikia patikrinti hipoteg Hp: 11 = w2 ir nustatyti tas vidurki 1 ir u2 komponentes,
kurios nelygios, jeiguHy atmetama. Tai klasikinis dispersis analizs uzdavinys,
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ta€iau realiuose tyrimuose, pavyzdziw, = M = 100,n = 1500 ir skiriasi tik 2 ar
3 vidurkiy w1 ir wp komponergs.

Galimi supaprastinimai¥; yra diagonalies, V1 = Vo arbaV; = oI, (pastaroji
prielaida nerealistiSka). T&u aiSku, kad net ir Siomis prielaidomis supaprastinus uz-
davin, jis reikalauja i$ principo naujmetod). Apie gen raiSkos analig raSoma labai
daug, plaiau apie tai galima pasiskaityti apZvalginiuose straipsniuose (Wolfgang Hu-
ber (2003), Daxin Jiang and Aidong Zhang (2003)).

3.2. Neinformatyvios genegs sekas,genetinis triukSmas*

Norint atsakytii klausima, ar duotoje DNR sekoje yra biologisSkai svarbios informaci-
jos, kur ji yra, kaip uZzkoduota ir kai@jiSgauti, visl pirma reikia atsakyti klausima,
kaip ,atrodo"“ simbolu seka, kurioje tos informacijoena.

Problema: Ka reiSkia ,neinformatyvi geneten'seka“? Kaip apitmzti ,genetin
triukSma*, t.y. sela, kuri neturi genetiskai ar biologiskai reikSmingos informacijos?
Sis, atrodytl, gana teorinis uzdavinys turi tiesiogiysj su taikymais.

1. DNR sekos fragmento informatyvumas paprastai nustatomas pagal tai, kiek jis
tam tikroje metrikoje skiriasi nuo ,neinformatyvaus" tos sekos fragmento. Pastarasis
paprastai gaunamas kaip atsitiktinis tiriamo DNR fragmento perstatinys. Ar tai tinka-
mas hudas generuoti neinformaty/sela?

2. DNR sekos tikimybinis modelis nusakomas jos evoliucijos laike modeliu, o Sis
yrafilogenetinu medai sudarymo pagrindas. Filogenetiniai medZziai — tai biolagini
rusiy atsiradimo ir raidos pavaizdavimas grafu. BiolaggmiSys yra pavaizduotos kaip
to grafo virdinés ir kelias grafe tarp dviejruSiu tuo ilgesnis, kuo ilgesnis pagal pri-
imta evoliucijos model(vidutinis) laikas, reikalingas vienai i§l transformuotigkita.
Metodas iS eses remiasi evoliucijos apveiamumo prielaida, &l to filogenetingrafa
galima laikyti neorientuotu ir kelio ilgis tarp vighiu nepriklauso nuo to, kuri i§jjyra
pradire.

Evoliucija laike ir erdv'eje. Naturalu laikyti, kad DNR sekos evoliugjlaike apraso
diskretaus laiko homogergrMarkovo grandia’

X(t) =X = {X;t), [=1,....n} € A", t€T.

CiaT = {0,1,...} yralaikas,A yra kiekvienos komponeesx; () galimu busemn aibe
(alfabetas); DNR sekomd = {A, C, G, T'}. Pazynekime raiddl1 Markovo grandies
{X (), t € T} perjimo tikimybiy matri@. Patogu naudoti totiterminologia: DNR
sekosevoliucija laikeapraso pegjimas

X)L X+,

0 jos evoliucija erd\gje fiksuotu laiko momentu nusako taisyld, pagal kum prie
duotosk ilgio sekosX|1 x(¢) prisijungia naujas elementa&., 1(¢). Evoliucija erdeje
tam tikra prasme imituoja DNR grandia susidarym. Stacionariuatveju atsitiktires
sekosX (¢) skirstinys nepriklauso nuo. Pazynekime j Q, ir tequ X yra pagal j
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pasiskirsiusi atsitiktire seka i84". Tuomet galima nagreti sekosX = (X;, [ =
1,...,n) evoliucija erdje X; — X;41.

Duomenys apie DNR sekos evoliuiaike yra reteny®, paprastai turime stef-
mus tikvienu laiko momentut.y. tik viena sekosX realizacig.

UZdavinys. IS Markovo evoliucijos laike stacionaraus skirstinio atstatyti jos
perejimo matri@ arba tos matricos savybes.

Sis uzdavinys yramekorektidkasigill-posed). Bendru atveju jis turi (be galo) daug
sprendinij, ir sprendinio radimui reikia papildamprielaids arba reguliarizavimo
metod). Kai seka{ X (¢), ¢ € T} apveciama irIT priklauso tik nuo (santykinai) mazo
nezinomy paramets skaciaus, tai sprendimesunku gauti i¥okalaus balanso lygties
0.1y, =T1,,0, ¥x,y € A" ~

Neinformatyvios genetigs sekos matematinis modeliseturbuti suderintas su Zi-
nomais genetikos mokslo faktaisuBimas ,genetinio triukSmo* apibZimas remiasi
tokiomis biologirémis prielaidomis.

1. Nekoduojanty®NR fragmentai (tarpai) tiesiogiai itakoja (primityvios) biolo-
ginés wsies (ir individo) islikimo. Vadinasi,|j savybes alygoja daugiau negyvosios
gamtos @sningumai, o ne biologaatranka. Jie era tokie reikSmingi biologiskai.
Vadinasi, neinformatywi sely reikty ,ieSkoti“ nekoduojaniose DNR sekose.

2. Nekoduojariu DNR fragment evoliucija laike turipaprash strukiura ir ja
veikia tik lokalusatsitiktiniai veiksniai. PavyzdZiui, laikoma, kaéra DNR fragment
iterpimy ar iSmetinu, o vyksta tik nukleotid pasikeitimas, ir kiekvieno nukleotido
pasikeitimo tikimylke priklauso tik nuo jo artimiausgju kaimyru (paprasta lokali evo-
liucija). Nors Si prielaida yra gana nadli ir argumentuota, tadu ji néra nei lntina,
nei pilnai pagista.

3. Tariama, kad nagrigjamos DNR sekos evoliucijos laike procesas yra nusisto-
vejes, stacionarus Nestacionariu atveju, kai viskas k&sSi, bet kuri geneties sekos
vieta gali pasidaryti informatyvia.

Nekoduojario DNR fragmento nukleotig paprastos lokalios evoliucijos laike sta-
cionawji skirstini naturalu traktuoti kaip ,neinformatyy".

APIBREZIMAS. Tegu DNR sekosX (¢) € A" evoliucija laike {X (¢),7 € T} yra
(diskretaus laiko) homogeniSka Markovo grarelsu (paprastos strukps ir lokalios
saveikos) pegjimo tikimybiy matricall. Tarkime, kad egzistuoja jos stacionarusis
skirstinys Q aibéje A". Tada atsitiktie sekaX su skirstiniuQ vadinamaneinfor-
matyvaja arba tiesioggenetiniu triukSmu

TEIGINYS (Zr., pvz., Jensen (2005); laikas tolydu3parkime, kad DNR evoliuci-
ja laike X (¢),t € T, yra apveciama Markovo grandie’ir kiekvieno nukleotido mu-
tavimo tikimyles priklauso tik nuo jo gretimnukleotid ir nepriklauso nuo jo vietos.
Tada jos stacionarusis skirsting® apraso 1-os eés Markovo grandia X (erdweje).

ISvada. IS ergodires teoremos Markovo grandims iSplaukia, kad sekds nariy
tarpusavio priklausomydbogesta eksponentiskai atstumo tagpziciju sekoje atzvil-

giu.



Kai kurie matematikos uzdaviniai genetikoje 25

Si iSvada priestarauja zinomiems stilizuotiems faktams (stylized facts). Skaitlingi
(empiriniai) tyrimai rodo, kad tarp nukleotidyra ,ilga priklausomyk” tiek koduo-
janciose, tiek ir nekoduojandse DNR sekos srityse ir pastarosiose ji iSreikSta labiau.
Hursto eksponert nusakanti ilgos priklausomgb ‘gesimo greitivertinama naudo-
jant R/S analie. Tirti ilgas priklausomybes ypaheégsta fizikai (Zr., pavyzdZiui, Yu,
Anh ir Lau (2001), Usatenko ir Yampol'skii (2003) ir nuorodas Siuose straipsniuose).

Gal mutacijos priklauso ne vien nuo artimiawjsi kaimyru? O gal evoliucija laike
{X(),t € T} neapveciama? Kol kas atsakymasj klausima autoriams neZinomas,
taciau jie linke laikytis antrosios prielaidos.

3.3. Selg sulyginimas

Genetikoje ir medicinoje labai aktualus uzdavinys: pagal baltymalatdtatyti jo
biologines funkcijas.

Genetikos ir bioinformatikos aksiomizigia, kad panaSios genetm (baltynu)
sekos turi panadi(erdvire baltymy) molekuks struktira, o panasSios struktos slygo-
jair pana% paskirtbei panasias biologines funkcijas. Si aksiomagjgei‘uzdavinio
formulavimas: kaip iSmatuoti sekpanaSura pagal j) biologine prasne?

DaZniausiai (bio)informatikoje taikomasvenshtein’o atstumdi jo modifikaci-
jos ir apibendrinimai (Levenshtein (1965), Navaro (2001), Deogtiex. (2005)).

Levenshtein’o atstumas(x, y) tarp seki x € A™ ir y € A" (nehutinai vienodo il-
gio!) apibreziamas kaip minimalus redagavimo (edit) opetadiurias reikia atlikti,
norint i8 sekos: gauti sel y, skatius. Galimos operacijos: simboliterpimas, istry-
nimas arba pakeitimas kitu simboliu. Telgis dar daznai vadinamas redagavimo ats-
tumu (edit distance). DNR sekoms Sios operacijos atitinka nukleatigtacijas. Jeigu
lyginamos sekos yra vienodo ilgio ir jose galimi tik simhpfakeitimai, tai Leven-
shtein’o atstumas sutampa Blamming’o atstumukuris yra lygus @ seky, lyginant
jas paelemetili, nesutampagit simbolu skatiui.

Genetikoje ir bioinformatikoje skaitiojant atstura tarp baltynu ar DNR sek
naturalu skirtingiems simboliams priskirti skirtingus svorius. GarsiBjoASTalgo-
ritmo versijos remiasi Levenshtein’o tipo atstumu su specialiai baltymams sudaryta
svoriy matrica BLOSUM (Henikoff and Henikoff (1992)).

Toliau aptarsime ki uzdavim kuriame atstumas tarp simbglsely vaidins svarh
vaidmen.

4. Genomo paraSas

Ar galima pamatyti via genom?

Atsizvelgiant| dvi nukleotidy savybes, jungii skatiy ir molekuks tipa, natiralu
raides pervestiskaiius, apibeziant abipus vienareik§matvaizdavima Z: A — A; x
Az, A1:={0,1},

[Z(4), 2(C), Z(G), Z(T)} = {(0,0), (1, 1), (0, 1), (L, 0)}. (1)

Tuomet nukleotid seka s = (s1,...,s,) € A" galima sutapatinti su dvimate 0 ir
1 sekaZ(s) = (Z(s1),..., Z(sp)), O | ja galima zireti kaip atitinkamo tasko vie-
netiniame kvadrate uZraSyndvejetaieje sistemoje. Duotant € N apibezkime
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Up: At — [0,1], U := U,

kAn

U@ =Y zns1-j-27, 2=@1....20) € AL )
j=1

TuometU (Z(s)) yra tik taSkas vienetiniame kvadrai@, 1] x [0, 1], betvienareiks-
miSkai nusako vis sela s € A". Sekoss,r € A", n > 10, kuriy pirmieji 10 nary
sutampa, vizualiai neatskiriamos, nes atstumastfai(s)) ir U (Z(r)) yra mazesnis
uz 10°3. Formaliai sutapatinkime sak € A" su jos pragsimu iki begalies sekos
sA) = {...,sff‘l),séA),siA),...} e A%, kuriai sj(.A) ='A, kai j <1 arbaj > n, ir
sudarykime dvimat ,laiko eilute”

x(t) =x(tls,k) =Ur(Z(L's)), t=0,1,.... (3)
Cia L' 2ymi postimio operatori (Lfr)j =rj_, r € A*. Gauname tadkviene-
tiniame kvadrate sekX = X (s,k) = {x(t|s,k), t=20,1,...,n¢, kuri vadinama
genomas paraSu(genome signature, Russatlal. (1976), Jeffrey (1990)). Formaliai
X apibrézime reikt) imti £k = oo, bet X (s, c0) ~ X (s, k) pakankamai dideliems,
sakykimk > 10.

3 pav. aiSkiai matosi fraktalen'struktira. Atstumas vienetiniame kvadrate tarp
tasky, atitinkarciy sekas 'AAAAAAAAAAC’ ir 'CCCCCCCCCCA, mazesnis uz
1073, o sekoms 'CAAAAAAAAAA ir 'ACCCCCCCCCC’ jis didesnis uz/2(1 —
2.1073). Tarkime, kadd(s, r) yra duotas (natralus) atstumas tarp sgk,r € A".
Tuomet prasminga reikalauti, kad atvaizdavintas Z: A" — [0, 1]2 ir jam atvirksti-
nis butu tolydus. Taiau taip rera, ir tai pagrindinis ,genomo paraSotikumas.

Sia problena galima suvestitokj Zinoma matematipuzdaviri. Tegu duoti: atstum
(skirtingumo) matas!(z, u), z,u € A%, klasé ¥ (paprast) atvaizdaviny ¢: A% — R
bei nuostoli funkcija ¢(-,-). Paprastai(a,b) = |a — b| arbal(a,b) = (a — b)2.

Ccc|Gece

GC

Acc|Tce G

AC | TC

3 pav. Genomo paraSas.
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Reikia rasti uzdavinio

> U@ =yl dew) — min (4)

Yew
z,uE.A]{

sprendin  Apytikriai imant, reikia rasti tok ¥* € W, kad |[v*(z) — ¥*(u)| =
d(z,u) Y u,z € A’{. Statistikoje tai yradaugiamaio mastelio parinkimgmultidi-
mensional scaling) uzdavinys (klasikiniu atveju, b) = (a — b)?, 0 ¥ yra tiesiniai
atvaizdavimai). Informatikoje (computer science) atitinkamas uzdavinys daZnai for-
muluojamas trupukitaip: kaip apytiksésideties (approximate embending) teoremos.
Padios reikdnesy*(z), z € A*, néralabai svarbios, svarbesyra aiba'sA’{ element
tvarka, kura nusako funkcijay*. Patogu apilezti naug transformacg G, taip, kad

ji iSlaikytu v * nusakya A% elemeng tvarka ir reikSnesGy (z), z € A%, bity tolygiai
iSsidegiusios intervald0, 1]. Gauname tagkvienetiniame kvadrate sak

Y=v(.0={G(2(L's)), 1=0.1,....n}, sea,

kuria vadinsimemodifikuotu sekos parasu

Problema. Kaip parinkti atstura d(z, u)? Deja, ir Hamming’o ir Levenshtein’o
atstumas Siuo atveju netinka, nes redagavimo oparsgipa (beveik) nepriklauso nuo
redaguojang viety konteksto (gretim simboli).

Diskretus Sobolevo normos analogasrarkime, kad realaus kintamojofunkci-
ja f yram karty diferencijuojama ir jos isvests f)(r) = 3/ f(r)/dt/ kvadratu
sumuojamos. Sobolevo tipo norma

wV:waUW?
j=0

4 pav. Genomo paraSo ir modifikuoto genomo paraso palyginimas.
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Cia wo > 0, w, >0,w; >0, j =1, (m— 1), yraduoti svoriai. Diskretus Sios normos
analogag| x| sekaix € Rk gaunamas idvestines pasiarit sekos: nariy atitinkamos
eiles skirtumais. Apitezkime

d(z,u) =z —ul, zuecAk

Modifikuoto genomo parasSo iliustracija pateikta 4 pav. Jis yra Zymiai glodesnis ir turi
daug aiSkesmstruktira negu tradicinis genomo parasas.
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SUMMARY

M. Radaviius, T. Rekasius, J. Zidanavilite. Some mathematical problems in genetics

After an introduction to genetic basics three problems are briefly discussed: microarray data analysis, a
definition of noninformative DNA sequence, and genetic sequence alignment. More atention is paid to
DNA sequence visualization and regularization of a genome signature.

Keywords: alignment, discrete Sobolev norm, DNA sequence, genetic noise, Markov chain, microarray,
multidimensional scaling, noninformative sequepregularization, stationary distribution.



