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Reziumė. Straipsnyje H. Delange metodu↪irodyta lokalioji daugiamat˙e ribinė teorema adityviosioms
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Lokali
↪
uj

↪
u skirstini

↪
u J. Knopmacherio pusgrup˙eje tyrinėjimams

↪
ižang

↪
a davė J. Ku-

biliaus [1] straipsnyje
↪
irodytos ribinės lokaliosios teoremos aritmetin˙ems funkcijoms,

apibrėžtoms nat¯urali
↪
uj

↪
u skaiči

↪
u pusgrup˙eje, bei išsam¯us E. Manstaviˇciaus, K. Indle-

koferio ir kit
↪
u autori

↪
u atlikti tokios pusgrup˙es aritmetini

↪
u savybi

↪
u ir ypatum

↪
u tyrimai

(žr. pvz., [6]). Knopfmacherio pusgrup˙es detalesn
↪
i apibrėžim

↪
a galima rasti darbuose

[3, 4].
Vis

↪
u teorem

↪
u,

↪
irodyt

↪
u šiuose darbuose, formuluot˙es panašios kaip ir nat¯urali

↪
uj

↪
u

skaiči
↪

u pusgrup˙es atveju, bet rezultat
↪
u išraiška bei

↪
irodymo keliai turi ir specifini

↪
u

bruož
↪
u, išplaukianˇci

↪
u iš pusgrup˙esG savybi

↪
u.

Šiame straipsnyje H. Delange metodu
↪
irodysime daugiamat

↪
e lokali

↪
aj

↪
a teorem

↪
a adi-

tyviosioms funkcijoms apibr˙ežtoms tokioje pusgrup˙eje. Gautas rezultatas yra tam tikra
darbo [5] analogija su min˙etais specifiniais momentais.

Trumpai priminsime, kad:
adicinė aritmetinė pusgrup˙e G yra laisvoji komutatyvi pusgrup˙e (su vienetiniu

elementu), kuri
↪
a generuoja skaiti pirmini

↪
u element

↪
u p aibė P , be to, aibėje G yra

apibrėžta tokia visiškai adityvilaipsnio funkcijaδ: G → N ∪ {0}, kad δ(p) � 1 su
kiekvienup ∈ P . Tarkime, kad galioja aksiomaA.

AKSI OMA A. Egzistuoja tokios konstantosA > 0, q > 1 ir 0� υ < 1, kad

G(n) := Card
{
a ∈ G; δ(a) = n

} = Aqn + O(qνn).

Klasikinis pusgrup˙esG pavyzdys yra polinom
↪
u f virš baigtinės charakteristikos

laukoLp multiplikacinė grupė(Lp[x], ·); tuokartδ(f ) := degf .
Tirsime klas

↪
e aritmetini

↪
u adityvi

↪
uj

↪
u funkcij

↪
u fi : G → N0, i = 1 ÷ r , tenkinanči

↪
u

tokias lokalaus pasiskirstymo pusgrup˙esG pirmini
↪
u element

↪
u aibėje P s

↪
alygas:su

visais galimaisk(j) ∈ N0, j = 1,2, . . . , r, pažymėjus
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∑
p∈P,δ(p)= l,
fj (p)=k(j)

gj+1(p) . . . gr(p)

= λk(j),j

∑
p∈P,δ(p)= l

gj+1(p) . . . gr (p) + ρk(j),j (l), l � 1, (1)

tarsime, kad liekamieji nariaiρk(j),j (l) su konstantaα > 0 ir su visaisk(j) bei j

tenkina ∣∣ρk(j),j (l)
∣∣ � π(l)Ck(j),j (l)l−α, (2)

o eilutės ∑
k(j)

z
k(j)
j λk(j),j ,

∑
k(j)

∣∣zk(j)
j

∣∣Ck(j),j (l)

konverguoja (pastaroji tolygiai su visaisl � 1). Simboliuπ(l) žymėsime skaiˇci
↪
u pus-

grupėsG pirmini
↪
u element

↪
u p, kuriemsδ(p) := l.

ČiaN0 := N ∪{0}; gj (p) := z
fj (p)

j su nenuliniais kompleksiniais skaiˇciaiszj ; kon-
stantosλk(j),j ∈ [0,1].

Tarkime, be to, kad funkcijosfi : G → N0, i = 1 ÷ r tenkina
↪
iprastas apr˙ežtumo

s
↪
alygas: su visaisp ∈ P, |fi(p)| � const, i = 1÷ r , o eilutė

∑
p,k�2

∣∣∣
p∏

j=1

gj(p
k)

∣∣∣p−kβ (3)

konverguoja su 0< β < 1.
Pasteb˙esime, kad ˇcia nesiekiame optimizuoti nei liekam

↪
uj

↪
u nari

↪
u nykimo greičio,

postuluojamo (2) nelygyb˙emis, nei (3) apr˙ežtumo s
↪
alyg

↪
u, t.y. tas s

↪
alygas galima susilp-

ninti kaip tai buvo daroma [3, 4] ir kituose darbuose.

TEOREMA. Tarkimef1(m),f2(m), . . . ,fr (m) yra adityviosios funkcijos, apibr˙ež-
tos pusgrup˙ejeG ir tenkinančios (2)–(3)s

↪
alygas. Tada su kiekvienu fiksuotu rinkiniu


 = (ϑ1,ϑ2, . . . ,ϑr ), ϑj ∈ N0, j = 1, egzistuoja tokie nedidesnio kaipϑ1 + ϑ2 +
· · · + ϑr laipsnio polinomaiP (
,u) ir Q(
,u), su kuriais, kain → ∞, yra teisinga
asimptotinė formulė

νn(ϑ1,ϑ2, . . . ,ϑr)

:= 1

Aqn
Card

{
a ∈ G; δ(a) = n, f1(a) = ϑ1,f2(a) = ϑ2, . . . ,fr (a) = ϑr

}

= P (
, logn)

n1−h
+ I (G)(−1)n

Q(
, logn)

n1−h
+ R(n).

Čia h = λ01λ02 . . . λ0r, I (G) yra pusgrupėsG tipo indikatorius, o

R(n) = O
(
max(n−1+h,n−α̃)

)
, α̃ = α̃(α) > 0.



Daugiamatė lokalioji teorema Knopfmacherio pusgrup˙eje 39

↪
Irodymo žingsniai. Pirmiausia parodome, kad multiplikatyvioji funkcija

g(a) = g1(a)g2(a) . . . gr (a), a ∈ G,

tenkina [3] darbe
↪
irodytos 1 teoremos s

↪
alygas. Iš tikr

↪
uj

↪
u, remiantis (1) s

↪
alygomis,∑

p∈P,δ(p)=l

g1(p)g2(p) . . . gr(p) =
∑
k(1)

z
k(1)
1

∑
p∈P,δ(p)=l,
f1(p)=k(1)

g2(p)g3(p) . . . gr(p)

=
∑
k(1)

z
k(1)
1 λk(1),1

∑
p∈P,δ(p)=l,
f1(p)=k(l)

g2(p)g3(p) . . . gr (p) +
∑
k(1)

z
k(1)
1 λk(1),1ρk(1),1(l)

= π(l)
∑
k(1)

z
k(1)
1 λk(1),1

∑
k(2)

z
k(2)
2 λk(1),2 . . .

∑
k(r)

zk(r)
r λk(r),r + ρ(l)

= π(l)
(
χ + ρ(l)

)
. (4)

Čia

χ :=
∑
k(j)

r∏
j=1

z
k(j)
j λk(j),j =: h +

∑
k(j)�=0

r∏
j=1

z
k(j)
j λk(j),j ,

o ρ(l) = O(l−α1), suα1 = α1(α) > 0.
Taigi, funkcijaig(a) = g1(a)g2(a) . . . gr (a) galima taikyti minėt

↪
a fundamentali

↪
aj

↪
a

teorem↪a iš [3], apie multiplikatyvi↪uj ↪u funkcij ↪u reikšmi↪u sumavim↪a pusgrup˙eje G.
Todėl, teisinga

LEMA. Jei funkcijag(a) := g1(a)g2(a) . . . gr (a) tenkina(2)–(3)s
↪
alygas, tai, kai

n → ∞, yra teisinga asimptotin˙e formulė

1

Aqn

∑
a∈G,δ(a)=n

g(a) = (An)χ−1

(χ)

∏
p∈P

(
1− 1

‖p‖
)χ

∞∑
j=0

g(p)j

‖p‖j

+ I (G)
(−1)nA

χ
1 n−χ−1

A(−χ)

∏
p∈P

(
1− (−1)δ(p)

‖p‖
)χ

∞∑
j=0

(−1)jδ(p)g(pj )

‖p‖j
+ O(n−α).

su α > 0. Čia (z) yra Oilerio gamma funkcija, Z(y) yra Riemano dzeta funkcijos
analogas pusgrup˙ejeG:

Z(y) =
∑
n∈Z0

G(n)yn,

A1 := Z
′
(−q−1)q−1 �= 0, ‖ a ‖:= qδ(a).

Dabar taikome H. Delange [5] metod
↪
a. Matome, kad tiriamasis dydis

1

Aqn
Card

{
a ∈ G; δ(a) = n, f1(a) = ϑ1,f2(a) = ϑ2, . . . ,fr (a) = ϑr

}
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yra daugianario nuor kintam
↪
uj

↪
u z1, z2, . . . , zr

1

Aqn

∑
α∈G,δ(α)=n,fi=ki

z
k1
1 , z

k2
2 , . . . , zkr

r

koeficientas prie nariozϑ1
1 , z

ϑ2
2 , . . . , z

ϑr
r . Akivaizdu, kad irχ yra daugianaris nuo t↪u

pači ↪u kintam↪uj ↪u. Toliau abu pagrindinius narius skleidžiame Teiloro eilut˙emis nulinio
taško aplinkoje.

Pirmiausia, turime skleidinius

(An)χ = exp
{
χ log(An)

} =
∑
j

(logA + logn)j

j ! χj ,

(A−1
1 n)−χ = exp

{ − χ log(A−1
1 n)

} =
∑
j

(− logA1 + logn)j

j ! χj .

Funkcija−1(z) yra sveikoji, todėl išskleidžiamaz , taigi ir z1, z2, . . . , zr laipsniais
ir kai z = χ , ir kai z = −χ . Pagal Vejerštraso teorem

↪
a, pagrindiniuose nariuose išskir-

tos begalin˙es sandaugos yra analizin˙es ir aprėžtos kintam
↪
uj

↪
u z1, z2, . . . , zr funkcijos

tam tikroje baigtinėje nulinio taško aplinkoje, nes remiantis s
↪
alygomis (2)–(3), yra

mažoruojamos absoliuˇciai konverguojanˇciomis sumomis ir sandaugomis.
Pavyzdžiui, pirmojo iš lemoje pateiktos asimptotin˙es formulės pagrindini

↪
u nari

↪
u

koeficientas

a(z1, z2, . . . , zr ) :=
∏
p∈P

(
1− 1

‖p‖
)χ

∞∑
j=0

g(pj )

‖p‖j

remiantis Niutono binomo formule, užrašomas taip:

a(z1, z2, . . . , zr ) :=
∏
p∈P

(
1+ g(p)1− χ

‖p‖ +
∞∑

j=2

g(pj

‖p‖j
+

∞∑
j=2

(
χ

j

) (−1)j

‖p‖j
+ · · ·

)
.

Pakankamai dideliemsp,p > p0 tradiciniu metodu galima išskirti daugikl
↪
i

exp
{ ∑

p>p0

g(p) − χ

‖p‖
}
,

kurio analiziškumas išplaukia iš (4) s
↪
aryšio. Lik

↪
e nariai eksponentiniame užraše yra

palyginami su absoliuˇciai konverguojanˇcia eilute

∑
p>p0

1

‖p‖1+ε

suε = ε(α) > 0.
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Todėl šis koeficientas išskleidžiamos Teiloro eilute kintam
↪
uj

↪
u z1, z2, . . . , zr laips-

niais. Panašiai samprotaujame ir kalb˙edami apie antrojo pagrindinio nario koeficient
↪
a

I (G)
∏
p∈P

(
1− (−1)jδ(p)

‖p‖
)χ

∞∑
j=0

(−1)jδ(p)g(pj )

‖p‖j
.

Visi gaut ↪u skleidini ↪u koeficientai tenkina Košy nelygybes, tod˙el, surink
↪
e koeficien-

tus prie nariozϑ1
1 , z

ϑ2
2 , . . . , z

ϑr
r , ir gauname teoremos

↪
irodym ↪a.
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SUMMARY

R. Skrabutėnas. Multidimensional local theorem in the Knopfmachers semigroup

In the presentpaper a multidimensional local theoremfor arithmetic functions defined in the Knopfmachers
semigroupG is obtained.

Keywords:arithmetic function, local distributions, Knopfmachers semigroup.


