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Tarkime, kad

Nt(x1, ..., xd ) =
∞∑

n=1

1(T 1
n � x1t, ...,T

d
n � xdt), (1)

kur 1(A) yra aibėsA indikatorius,xi > 0, t � 0, yra daugiamatis skaiˇciuojantis proce-
sas, apibr˙ežtas stochastin˙eje bazėje (�,F ,F,P ) suTn = (T 1

n , ...,T d
n ) – seka atsitik-

tini
↪
u vektori

↪
u, turinči

↪
u nepriklausomas ir nemaž˙ejančias komponentes, tenkinanˇcias

tokias asimptotines Kramerio s
↪
alygas:

A: Egzistuoja teigiami skaiˇciai β1, ...,βd ir diferencijuojamos funkcijosψi
βi

(λ),
λ ∈ R = (−∞;+∞) tokie, kad

lim
n→∞ n−1 lnEexp{λn1−βiT i

n} = ψi
β(λ) < ∞,

i = 1, ..., d , o E – žymi matematin
↪
i vidurki̧.

Darbe nagrin˙esime normuoto procesot−
1
γ Nt(x1, ..., xd ) asimptotin

↪
i elges

↪
i, kai

t → ∞ ir γ > 0. Autoriaus žiniomis, tokio normuoto atsitiktinio proceso asimp-
totinis elgesys buvo nagrin˙ejamas taikant normavim

↪
a t−1 paprasˇciausiu atveju, kai

T i
n =

n∑
j=1

Xi
j
, EXi

1 = ai < ∞, o Xi
1, ...,X

i
n , i = 1, ..., d , yra nepriklausomi ir vieno-

dai pasiskirt
↪
e atsitiktiniai dydžiai. Darbe [1] parodyta, kad tuo atveju teisinga tokia

asimptotinė formulė

lim
n→∞ t−1

ENt(x1, ..., xd ) = min
j∈{1,...,d}

xj

aj

.

Taip pat apibr˙ešime vienmaˇcius procesus

Ni(t) =
∞∑

n=1

1(T i
n � t), t � 0,

laikydami, kadNi(∞) = ∞, i = 1, ..., d .

Pasinaudosime lema.
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LEMA [2]. Jei patenkinta A s
↪
alyga, taiP – b.v.

lim
n→∞ n−βiT i

n = ai = (ψi
βi

(x))′
∣∣∣
x=0

, (2)

lim
t→∞

t

Ni(t)βi
= ai. (3)

Pagrindinis darbo rezultatas yra toks:

TEOREMA. Tarkime, kad patenkinta A s
↪
alyga. TadaP – b.v.

lim
t→∞ t

− 1
β Nt(x1, ..., xd ) = B,

kai

B =




min
j∈{1,...,d}

(
xj

aj

) 1
β

, kai β = β1 = ... = βd,

min
j∈{i1,...,ik }

(
xj

aj

) 1
β

, kai β = βi1 = ... = βik >βj, k�1, i1, ..., ik , j ∈{1, ..., d},
0, kai β = βi < βj , i �= j, i, j ∈ {1, ..., d}.

↪Irodymas. Akivaizdu, kad

Nt(x1, ..., xd) � min
j∈{1,...,d}Nj(txj ). (4)

Remiantis lemaP – b.v.

lim
x→∞

Nj(x)

x
1

βj

=
(

1
aj

) 1
βj

, j = 1, ..., d.

Vadinasi,P – b.v.

lim
t→∞

Nj(txj )

t
1
βj

=
(

xj

aj

) 1
βj

, j = 1, ..., d. (5)

Kai βi > βj , P – b.v.

lim
t→∞

1

t
1

βj

Nj (txj ) = lim
t→∞

tα

t
1

βj

Nj(txj ) = 0, (6)

kur α > 0.
Kai βi < βj , P – b.v.

lim
t→∞

1

t
1
βi

Nj (txj ) = lim
t→∞

1

tγ t
1

βj

Nj(txj ) = 0, (7)
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kur γ > 0.
Iš (4)–(7) gauname

lim
t→∞ t

− 1
β Nt(x1, ..., xd ) � min

(
lim

t→∞ t
− 1

β N1(tx1), ..., lim
t→∞ t

− 1
β Nd(txd)

)
= B. (8)

↪
Irodysime nelygyb

↪
e

↪
i kit

↪
a pus

↪
e. Tuo tikslu apibr˙ežiame proces

↪
a

Nt,v(x1, ..., xd) =
∞∑

n=1

1
(

T 1
n

x1
∨ T 2

n

x2
∨ ... ∨ T d

n

xd

� t

)
,

kur a ∨ b = max(a,b).

Bet kuriam skaiˇciuojančiam procesuiN(t) =
∞∑

n=1
1(Tn � t), jei P − b.v.

lim
n→∞

Tn

nβ
= a,

tai P – b.v.

lim
t→∞

N(t)

t
1
β

=
(

1
a

) 1
β

,

nes galioja nelygyb˙e

TN(t)−1 � t < TN(t)+1 ir N(∞) = ∞.

TeguTn = T 1
n ∨ T 2

n ∨ ... ∨ T d
n ir T 1

n , ...,T d
n tenkina A s

↪
alyg

↪
a, tada

lim
n→∞

(
T 1

n

nβ
∨ T 2

n

nβ
∨ ... ∨ T d

n

nβ

)

=



a1 ∨ a2 ∨ ... ∨ ad, jei β = β1 = ... = βd,

ai1 ∨ ... ∨ aik , jei β = βi1 = ... = βik >βj, k�1, i1, ..., ik , j ∈{1, ..., d},
∞, jei β = βi < βj , i �= j, i, j ∈ {1, ..., d}.

Kai

N(t) =
∞∑

n=1

1
(
T 1

n ∨ T 2
n ∨ ... ∨ T d

n � t
)

,

gauname, kadP – b.v.

lim
t→∞

N(t)

t
1
β

=




min
i∈{1,...,d}

1

a
βi
i

, jei β = β1 = ... = βd,

min
r∈{i1,...,ik }

(
1
ar

) 1
β

, jei β = βi1 = ... = βik > βj , k � 1,

i1, ..., ik , j ∈ {1, ..., d},
0, jei β = βi < βj, i �= j, j �= ∅.
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Analogiškai gauname, kad

lim
t→∞ t

− 1
β Nt,v(x1, ..., xd) = B.

Kadangi

Nt(x1, ..., xd ) � Nt,v(x1, ..., xd ),

tai

lim
t→∞ t

− 1
β Nt(x1, ..., xd) � B. (9)

Sujung
↪
e (8) su (9) gauname teoremos rezultat↪a. Teorema

↪
irodyta.

Išvada. Tarkime, kad turime teigiam
↪

u nepriklausom
↪
u ir vienodai pasiskirsˇciusi

↪
u

atsitiktini
↪

u dydži
↪
u sek

↪
a {Xj

n, n � 1}, tenkinanči
↪
a Kramerio s

↪
alyg

↪
a:

EeλX
j
1 < ∞, λ > 0, j = 1, ..., d.

Tada daugiamaˇciui išplėstiniui atstatymo procesui

Nt,β1,...,βd
(x1, ..., xd) =

∞∑
n=1

1(nβ1−1S1
n � x1t, ...,n

βd−1Sd
n � xdt), t � 0, xi > 0,

kai Sj
n =

n∑
i=1

X
j
i , βj ∈ (0,1) galioja teoremos rezultatas.
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SUMMARY

V. Kanišauskas. The low of the large nubers for multivariate counting processes

In this paper we counsider the low of large nubers for multivariate counting processes when the extended
conditions of Cramers is satisfied.

Keywords:counting process, Cramer’s condition.


