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Biologijoje, ekologijoje, finansuose ir kitose srityse modeliuojamo objekto kinetika
daZniausiai iSreiSkiama determinuotu logistiniu modeliu (Verhulsto, Gompertco,
Ritardso). Pastaruoju metu augimo proceso kinetikai aptbdaznai naudojamos
stochasties diferencialies lygtys su elinimu. Be to, augimo modelio dreifo ir di-
fuzijos funkcijos priklauso nuo keleto paramegtkuriy fizikine prasne” dazniausiai
yra suvokiama, pavyzdZziui, vidinis augimo tempas, prisotinimo lygis, variacijos am-
plitudé ir pan. Zinodami fizikie paramets prasne ir augimo proceso paiof, gali-
me grubiaiivertinti paramety skaitines reikSmes. T&u, panaudodami eksperimento
metu surinktus stedjimu duomenis, statistiniais metodais galime tiksligertinti
paramety skaitines reikSmes. Darbe nagrgime logistinio tipo augimo modali
paramety apytiksliusivertinimus. Parametr jvertinimui naudosime Fokker-Planck
lygties apytikslius stacionariuosius sprendiniusirdtstumo proceata.

Stochastinlogistini augimo procea su \elinimu bei adityviuoju ir multiplikaty-
viuoju triukSmu uzZraSome tokiu pavidalu

dw ()
X([) dW([) ’ X(S) = (/7(5),

s € [to — T; 0], (1)

Cia r yra vadinamas vidiniu augimo proceso temg,— prisotinimo lygiu, W ()
yra standartinis Brauno jajimas (baltasis triukSmasy, — triukSmo amplitué, ©
— vélinimo dydis,¢(s) — Zinoma funkcija,G(x(¢)) =1 — % (Verhulsto dsniui),
G(x()) = In% (Gompertco dsniui), G(x(t)) = 1 — (%)ﬁ,ﬂ > —1 (RiCardso
désniui).

Stochastinio proceso (1) tikimyhimanki p(x,r) galime apskaiuoti naudodami
Fokker—Planck lygt1]

dX () =rX(OGX 1) dt —aX(t —1)+0 {

0 0
—px, 1) = ——/(VXG(X) —ax)p(x,t;xe,t —1)dxs
ot 0x

o2 92
+7/ﬁg(x>p(x,r;xf,r—r)dxf, @)
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1 adityvusis triukSmas,
x2 multiplikatyvusis triuk3mas.

Esant adityviajam triukSmui, apytikslis stacionarusis tankis, tenkinantig (2t
turi pavidah

Clag(x) =

2V,
0 = Neexp( 242, ©

Cia efektyvusis potencialdg ;s (x) apskatiuojamas lygybe

(rxG(x) —oaxy)

1 X —+o0
Veff(X):o\/err/ (/oo
_ . _ 0 2
xexp(—(xr x—/ (x)f))dx,)dx, &)

2027

FO(x) =rxG(x) — ax. Normalizavimo konstant&, tenkina slyga

“+a
/ pl(x)dx =1. (5)

Multiplikatyviojo triukSmo atveju apytikslis stacionarusis tankis, tenkinantisilygt
(2), turi toki pavidah

a _ N * feff(x/) ,

0= 5 0y Dy &) ©
_ 1 oo (x,—x—f(o)(x)r)z

ey ()= / (G0 —ax) exp( — =) dee(7)

o2 too ()c,—)c—f(o)()c)r)2
Dest (x)_,/4nD<0>(x)f/oo ep( - = pome ) &

DO (x)= 02x2/2.

(8)

Logistiniu augimo modeli Fokker—Planck lygties (2) apytiksliai stacionarieji
sprendiniai gali bti gauti iStiesinus stochasgrdiferencialir lygt stacionariojo tasko
x, aplinkoje. Tikslinga tiesinira atlikti stacionariojo tasSko aplinkoje, nes stochaedin’
lygties sprendinj svyravimas vyksta kaip tik stacionariojo tasko aplinkoje. Staciona-
rieji tadkai apibeZiami taip: Verhulsto modeliui, = £=% Gompertco modeliui

-
- - —a 3
x, = Ke™ 7, RiCardso modeliuk, = K (=%)7 .
Adityvusis atvejislStiesinti stochastiniai augimo modeliai turi tokius pavidalus:

N2
axp = (K=

—r—20)X (1) —aX(t — ‘L’)) d + o dW (1)
(Verhulsto modelis) (9)
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dxayzoKa%—4r—mxv)—axu—n>w+adwa)

(Gompertco modelis)

(10)

1
dXU):(Kﬂv—ami%gyﬂ_wv—u)—MXU)—aXU—TOdt

+odW (@)

(Ricardso modelis)

(11)

IStiesintiems augimo modeliams (9)—(11), naudodami lygybes (3)—(5), apsijaihe
apytikslius stacionariuosius sprendinius. Apytiksliai stacionarieji sprendiniai turi pavi-

dalus:

a( )_1 [T 7% ool —
Ps®) = (14 at) P o

(Verhulsto modeliut)

a()_l ;ex —
Ps®) = (14 at) P o

(Gompertco modeliuj)

a _1 IB(r_a) _
Ps(x) = 01[ T+ a1 eXp(

(Ricardso modeliui)

2:1;0;7:) (x B K(rr— a))Z)

o

(12)
2(1:— oT) (x B Ke%>2>
(13)
S r(59))
(14)

Be to, iStiesintiems augimo modeliams (9)—(11) galime rasti tiksliuosius spren-

dinius [2]. Turime:

1
Psi(x) = \/Tﬁ) exp| —

2 ( 1+aw Lsinwr )

a
2 \r=2a+acoswr)

1w
R(t) = o2 (1+aw Lsinhwr)
() 2 \ r—2a+acoshw 1)
i
2

1+ (r —20)7),

@ =/ |(r —20)2 — a?|

1
Psi(x) = W exp| —

(x _ K(rw))z
r

2R (1) ’

), a>5>0

) 5=a>0. (15)
r=3x>0

(Verhulsto modeliui)
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r—o+aCoSwrt)

1+aw Lsinh@1) r
r—a+acosh@ ) ) 3>« =0 (16)

A+ —-a)1), r=2a>0

l+aw*lsin(wr)> a>L>0
’ 2 =
R(1) =

% ™% M

o =./|0r —a)2 —a? (Gompertco modeliui)

(+-k(529%)

pxt(x) = /—ZJTR(‘L’) exp| — 2R(‘L’) ,

1t+aw Lsin(wr)
(,B(rfa)foﬂracoiwr)) , 20> B(r—a)=>0,

LtamLsinhwre) ) L Br—a)>20>0 - (17)

B(r—a)—a+a cosiw 1)

A+@Br—a)—w)1), pr—a)=2a>0

R(t) =

N % N % M

o=/l —a) — ) —a?| (Ritardso modelii)

Multiplikatyvusis atvejisIStiesinti stochastiniai augimo modeliai turi tokius pavi-
dalus:

K@ —a)?

dX (1) = ( —(r—20)X(t) —aX(t — r)) dr

+oX@)dW() (Verhulsto modelis) (18)
dX (1) = (rKe*% Cr—a)X () —aX(t— r)) dr

+o0X@)dW() (Gompertco modelis) (19)
dX (1) = (K,B(r — ) (%f —Br—a)—a)X(t)—aX(r— r)) dt

+oX@)dW() (Ricardso modelis) (20)

IStiesintiems augimo modeliams (18)—(20), naudodami lygybes (7)-(8), (5), ap-
skaciuojame apytikslius stacionariuosius tankius:

oo (K —a)? \ T roe (e
p‘w(x)—<m) /F(m)’“ o

_ 2
x exp(—M> (Verhulsto modeliui) (21)
r(l—at)o?x
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u rKe 7 (A-am)o? / r 7(—’ 2+1)
_ — rf ——— (1-at)o
Pst(®) ((1—ar)02) 1—oar)o? *

X exp __rKe s (Gompertco modeliuj) (22)
(1—oat)o?x
N
K (ﬂ)ﬁ e B(r —a) 7( Blr—e) +1)
a — ___\r J F L (lfar)oz
Pst () r(l—at)o? / ((1—ar)02)x
1
K (ﬂ)ﬁ - o
x exp| —-—————— (Ricardso modeliui) (23)

r(l—at)o?x

Naudodami apytikslius ir tikslius stacionariuosius tankius (12)—(17), (21)—(23), L
atstumo metodu galime gauti augimo modedaramety apytiksliusivertinimus [2].
Rezultat) iliustravimui naudosime Lietuvos pudystelgjimy duomenis. Buvo steltta
1581 medzio amZzius ir aukstis. Adityviojo triukSmo atveju apsikaiti paramety
ivertinimai ir determinacijos koeficientas pateikti 1-oje leafel’

Augimo trajektorijy skaitmeninei imitacijai, naudojome stochassndiferen-
cialinés lygties antros ek aproksimadj [3]. Determinacijos koeficiento reik&slei-
dzia tvirtinti, kad apskailUoti apytiksliai parametrjvertinimai yra priimtini aukgio
modeliavimui. Medai auk&io kitimo trajektorija kartu su stefjimo duomenimis
pateikta 1 pav. IS 1 pav. matome, kad imituotas sprendinys nuo tam tikro amZiaus
pradeda svyruoti apie staciongirtaska x, = £=%) = 24, 4350.

Jerhulsto modelis

T T T T T T T

20 10 &0 100 120 140

80,
AmZius
1 pav. Medzi aukgio kitimas, pagal Verhulstoabn.
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1 lenteE. Parametrivertinimai ir determinacijos koeficientas

Tankis Parametrai R
r K B o T o
Lygtis (12) 0,0280 43,3282 0,0122 38,4173 0,5279 0,8430
Lygtis (13) 0,0158 52,9017 0,0122 38,4173 0,5279 0,8651
Lygtis (14) 0,0473 48,1330 9392 10,0346 39,2681 0,5207 0,8358
Lygtis (15) 0,0343 44,5808 0,0155 38,4173 0,5279 0,8843
Lygtis (16) 0,0189 55,6387 0,155 38,4173 0,5279 0,8755
Lygtis(17) 0,0506 32,1324 9392 10,0346 39,2681 0,5207 0,8782
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SUMMARY

P. RupSys. Approximate stationary densities, and parameter estimationsfor time-delayed stochastic

logistic growth laws

We consider stochastic logistic type delayed gtowtodel (Verhulst, Gompertz, Richards) of a single
species population. The objective of this paperis to deduce a procedure on the estimation of parameters. We
derive approximate stationary distributions in theecabsmall time delays. For the estimate of parameters

we apply the I distance procedure. We propose appmade estimations of the parameters.

Keywords:stochastic logistic growth, Fokker—Planck eqaatistationary solution, parameter estimation.



