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Substrato pasiskirstymo biokatalizinėje membranoje
matematinio modelio analizė, apibṙežiant speciali
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Reziumė. Nagrinėjamas substrato pasiskirstymo biokatalizin˙eje membranoje matematinis modelis. Kai
substrato koncentracija yra maža arba didel˙e, uždaviniui spr↪esti konstruojami asimptotiniai artiniai. Ben-
druoju atveju formuluojamas suderintos su asimptotiniais skleidiniais aproksimacijos uždavinys.

1. Stacionarusis substrato pasiskirstymas[S](x) biokatalizinėje membranoje mode-
liuojamas netiesine antrosios eil˙es diferencialine lygtimi ([1], 76 p.):

D
d2[S]
dx2

= Vmax
[S]

Km + [S] . (1)

Čia D – difuzijos koeficientas,x – atstumas nuo elektrodo paviršiaus,Vmax – maksi-
malus fermentin˙es reakcijos greitis,Km – Michaelio konstanta.

(1) uždavinys papildomas kraštin˙emis s
↪
alygomis:




d[S]
dx

= 0, kai x = 0,

[S] = [S]0, kai x = d.
(2)

Čia d – fermentinės membranos storis.
Pažymėkimeα =

√
Vmax

KmD
, y = αx, S(y) = [S]

Km
. Tada funkcijaiS(y) rasti užrašome

diferencialin
↪
e lygt

↪
i

d2S

dy2
= S

1+ S
, (3)

kurios bendrasis integralas randamas standartiniu kintamojo keitiniudS
dy

= p(S):

d2S

dy2 = p
dp

dS
= S

1+ S
, p = ±

√
2

(
S − S(0) − ln

(
1+ S − S(0)

1+ S(0)

))
. (4)
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Pažymėkime∫ S

0

dt√
t − ln

(
1+ t

κ

) ≡ µ(S;κ) = u ≡ √
2y, κ = 1+ S(0) > 1. (5)

Funkcijosµ(S;κ), S ∈ [0,+∞), κ ∈ (1,+∞) savybės:

1. µ(0;κ) = 0;

2. µ(S;κ) monotoniškai did˙eja pagalS;

3. µ(S;+∞) = 2
√

S;

4. µ(S;+1) = +∞.

Pirmosios dvi savyb˙es yra akivaizdžios. Treˇcioji
↪
irodoma tiesioginiu integravimu.

Ketvirtoji išplaukia iš toki↪u ↪
iverči ↪u:

µ(S;+1) =
∫ S

0

dt√
t − ln(1+ t)

�
∫ min{1,S}

0

dt√
t−

(
t− t2

2 + t3
3 −···

)

�
∫ min{1,S}

0

dt√
t2

2

= +∞.

Iš 1 ir 2 savybi↪u gauname, kad egzistuoja atvirkštin˙e funkcijaν(u;κ) = µ−1(u;κ):
µ(ν(u;κ)) ≡ u. Tada iš (3) – (5) gauname (1), (2) uždavinio sprendin

↪
i

1

Km

[S](x) = S(y) = ν
(√

2αx;1+ S0
0

) + S0
0. (6)

ParametruiS0
0 (6) formulėje rasti reikia išspr

↪
esti lygt

↪
i

µ(Sd
0 − S;1+ S) = √

2αd, Sd
0 = [S]0

Km

. (7)

1 LEMA . Esant bet kurioms teigiamoms parametr
↪

u α, d , [S]0, Km reikšmėms,(7)
uždavinys turi vienintel

↪
i sprendin

↪
i S0

0.

↪
Irodymas.Nagrinėsime funkcij

↪
aF(S) = µ(Sd

0 − S;1+ S), S ∈ (0,Sd
0 ). Iš funkci-

jos µ(S;κ) savybi↪u turimeF(0) = +∞, F(Sd
0 ) = 0. Parodykime, kad funkcijaF(S)

yra mažėjanti:

dF(S)

dS
= − 1√

Sd
0 − S − ln

(
1+ Sd

0−S

1+S

)

+
∫ Sd

0−S

0

[(
− 1

2

)
·
(
t−ln

(
1+ t

1+ S

))− 3
2·

(
− 1

1+ t
1+S

)
·
(
− t

(1+S)2

)]
dt<0.
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Pateiksime kelias funkcijosν(u;κ) reikšmes:

u0 \ k 2 3 4 5 6 7 8 9

1 0,1263 0,1674 0,1880 0,2003 0,2086 0,2145 0,2189 0,2223
2 0,5193 0,6781 0,7573 0,8050 0,8370 0,8599 0,8772 0,8807
3 1,2143 1,5532 1,7218 1,8238 1,8925 1,9419 1,9793 2,0085
4 2,2532 2,8182 3,0989 3,2694 3,3847 3,4681 3,5314 3,5810
5 3,6740 4,4970 4,9052 5,1543 5,3225 5,4464 5,5400 5,6138

2. Taigi vis
↪
a informacij

↪
a apie modeliuojam

↪
a proces

↪
a gauname iš apibr˙ežtos (5) for-

mule funkcijosν(u;κ). Perrašome funkcijos apibr˙ežim
↪
a taip:

dν

du
=

√
ν − ln

(
1+ ν

κ

)
, ν(0;κ) = u. (8)

Raskime (6) funkcijos asimptotik↪a, kai S0
0 → +∞. Šiuo atveju irκ = 1 + S0

0 →
+∞. Todėl ∫ ν

0

dt√
t − ln

(
1+ t

κ

) ≈
∫ ν

0

dt√
t
(
1− 1

k

) = u.

Iš čia gaunameν = u2

4 (1+ O( 1
κ
)) ir 1

Km
[S](x) = S0

0 + α2x2

2 + O( 1
S0

0
). Arba pasteb˙ej

↪
e,

kad S0
0 = Sd

0 − α2d2

2 + O( 1
S0

0
), užrašome reiškin

↪
i substrato pasiskirstymui rasti, esant

aukštoms fermento koncentacijoms

1

Km

[S](x) = Sd
0 + α2(x2 − d2)

2
+ O

( 1

Sd
0

)
. (9)

Sunkiau rasti asimptotik↪a, kai Sd
0 → +0, kadangi iš treˇciosios funkcijosµ(S;κ)

savybės matome jos singuliarum↪a (κ = 1 + S0
0 → +1, Sd

0 > S0
0 → +0). Todėl (8)

lygtyje turimeS0
0 � ν � Sd

0 ≈ 0 ir κ ≈ 1. Taigi∫ ν

0

dt√
t − ln

(
1+ t

κ

) ≈
∫ ν

0

κ
√

2 dt√
2tk(k − 1) + t2

= u.

Iš čia gauname ln(κ(κ−1)+ν+
√

κ(κ−1)ν+ν2

κ(κ−1)
) ≈ u√

2κ
ir ν ≈ κ(κ − 1)(ch( u√

2k
) − 1).

Užrašome substrato pasiskirstymo formul
↪
e, kai fermento koncentacija yra maža:

1

Km

[S](x) = S0
0ch(αx) + O

(
(S0

0)2), S0
0 = Sd

0

ch(αd)
. (10)

Formulės (9) ir (10) gautos [1] monografijoje, keiˇciant (3) lygt
↪
i atitinkamai lygtimis

d2S
dy2 = 1 ir d2S

dy2 = S. Gautos šiame straipsnyje (9), (10) formuli
↪
u asimptotinės paklai-

dos, rodo j
↪

u tikslum
↪
a, t.y. modeli

↪
u taikymo ribas.
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Kai 0� Sd
0 � ∞, šios formulės nėra taikytinos. Apytiksles substrato pasiskirstymo

reikšmes galima gauti iš pateiktos funkcijosν(u;κ) reikšmi
↪
u lentelės (kuri

↪
a reikia

praplėsti), perskaiˇciuojant uždavinio parametrusα, κ pagal straipsnyje pateiktas for-
mules (panašiai kaip [2]).

3. Suformuluokime šio darbo rezultatus ir tolesni
↪
u tyrim

↪
u uždavinius.

• Kai fermento koncentracija yra didel˙e (Sd
0 → ∞), subsrato pasiskirstymas aprok-

simuojamas aimpotiniu sklediniu, kurio pavidalas nurodomas (9) formul
↪
e. Iš šios

formulės matome, kad uždavinio singuliarumui
↪
iveikti pakanka

↪
itraukti

↪
i asimp-

totik
↪
a vien

↪
a nar

↪
i, proporcing

↪
a dideliam parametruiSd

0 .
• Kai fermento koncentracija yra maža (Sd

0 → 0), pasiskirstym↪a aproksimuoja
tiesioginis (10) skleidinys mažojo parametro laipsniais.

• Atvejui 0� Sd
0 � ∞ galima konstruoti funkcijos

µ(S;κ): [0,+∞) × (1,+∞) → [0,+∞)

aproksimacij
↪
a, kuri turi būti suderinta su (9) ir (10) asimptotikomis.Čia yra

taikytinos žinomoasimptotini
↪
u sleidini

↪
u suauginimometodo [3] idėjos ir tai yra

mūs
↪
u tolesni

↪
u tyrim

↪
u uždavinys.
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SUMMARY

A. Krylovas, J. Kulys. Definition of a mathematical function for analysis of a model for distribution of
substratum in biocatalytic membrane

Mathematical model for distribution of substratum inbiocatalytic membrane described by second order
nonlinear differential equation, which solution is presented as a special mathematical function. In the
paper authors construct asymptotical approximations of the function for small and big concentration of
substratum.
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