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Absoliučiai tamprios nesvarios stygos netiesiniai
svyravimai. Asimptotik

↪
u konstravimas

Aleksandras KRYLOVAS, Paulius MIŠKINIS (VGTU)
el. paštas: akr@fm.vtu.lt

Reziumė. Nagrinėjamas stygos netiesini↪u svyravim↪u matematinis modelis. Uždavinio asimptotiniam
sprendiniui rasti konstruojama suvidurkintoji integralini↪u diferencialini↪u lygči ↪u sistema.

1.
↪
Itemptos absoliuˇciai tamprios nesvarios stygos skersini

↪
u svyravim

↪
u diferen-

cialinė lygtis φtt = c2
0φxx pateikiama beveik visuose matematin˙es fizikos ar diferen-

cialini
↪

u lygči
↪
u dalinėmis išvestin˙emis vadov˙eliuose.Čia φ(x, t) yra stygos nuokrypis

taškex laiko momentut , c0 = √
T /ρ – garso greitis stygos medžiagoje, priklausantis

nuo jos
↪
itempimoT ir tankio ρ. Tačiau ši tiesinė diferencialinė lygtis tampa bangini

↪
u

laisv
↪

uj
↪

u svyravim
↪
u matematiniu modeliu tik esant labai supaprastintam tiriamajam

judėjimui. Galima parodyti (žr. [1], 12 p.), kad jei atsisakyti mažo gradiento s
↪
alygos

∣∣∣∂θ(x, t)

∂x

∣∣∣ � 1, (1)

(čia θ(x, t) yra stygos elemento nuokrypio kampas nuo pusiausvyros pad˙eties), tai
stygos elemento jud˙ejimo lygtis bus tokia

φtt = c2
0φxx√

(1+ φ2
x)3

. (2)

Tuo atveju, kai nukrypimai nuo pusiausvyros pad˙eties yra nykstamai maži (t.y. kai
galioja (1) s

↪
alyga), stygos jud˙ejimo (2) lygtis tampa gerai žinoma tiesine bangine lyg-

timi. Bendruoju atveju, harmonin˙es bangos

φ(x, t) = Acos
(
x ± c0t + ϕ0

)
nesudaro netiesin˙es dalini

↪
u išvestini

↪
u (2) diferencialinės lygties sprendini

↪
u.

Šiame darbe nagrin˙ejami absoliuˇciai tamprios nesvarios stygos netiesiniai svyravi-
mai, apibūdinami (2) lygtimi, padarius dvi svarbias prielaidas:

1) atsižvelgus
↪
i galimus stygos medžiagos arba

↪
itempimo nehomogeniškumus, lai-

kysime, kad garso greitisc yra silpnai periodin˙e erdvinė funkcija

c = c0

(
1+ ε1 cosωx

)
, ε1 � 1;
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2)
↪
ivesdami dar vien

↪
a maž

↪
aj

↪
i bedimensin

↪
i parametr

↪
a ε2, pasinaudosime skleidiniu:

1√
(1+ (ε2 φx)2)3

= 1− 3
2
ε2

2φ
2
x + 15

8
ε4

2φ
4
x + O(ε6

2), ε2 � 1.

Mažojo parametroε2 ↪
ivedimas leidžia atsisakyti (1) reikalavimo ir nagrin˙eti ne-

mažus stygos nuokrypius nuo pusiausvyros pad˙etiesφx = O(1).
Atsižvelgiant

↪
i padarytas prielaidas ir

↪
ivedant redukuot

↪
a laik

↪
a τ = t/c0, (2) lygtis

pereina
↪
i toki ↪a lygt

↪
i

φττ − (
1+ ε1 cosωx

)
φxx

(
1− 3

2
ε2

2φ
2
x + 15

8
ε4

2φ
4
x

)
= 0. (3)

2. Mes nagrinėsime (3) lygt
↪
i, esant prielaidai, kad mažieji parametraiε1 ir ε2 turi š

↪
i

s
↪
aryš

↪
i1

3
16β

· ε2
2 = 1

2α
· ε1 = ε. (4)

Tada iš (3), (4) gauname

φττ − φxx = ε
(
α cos(ωx)φxx − βφ2

x

) + O(ε2). (5)

Pažymėj
↪
e

r+ = φτ + φx ir r− = φτ − φx,

perrašome (5) lygt
↪
i ekvivalenči

↪
aja sistema Rymano invarianatais

∂r±
∂τ

∓ ∂r±
∂x

= ±ε
(∂r+

∂x
+ ∂r−

∂x

)
· (α cosωx − β(r+ − r−)2). (6)

Nesutrikdytoji (t.y. kaiε = 0) (6) sistema aprašo b˙eganči
↪
asias

↪
i skirtingas puses dvi

nepriklausomas bangasr−
0 (x + τ) ir r+

0 (x − τ). Čia r±(x) yra tolydžiai diferencijuo-
jamos funkcijos, apibr˙ežiančios pradines (6) uždavinio s

↪
alygas. Bandydami konstruoti

tiesiogin
↪
i asimptotin

↪
i artin

↪
i

r±(x, τ) = r0(x ± τ) + εr±
1 (x, τ) + · · · , (7)

susidursime su b¯udinga asimptotinei analizei sekuliari
↪
uj

↪
u nari

↪
u ετ problema. Dėl j

↪
u

(7) asimptotika bus tinkama tik kaiετ � 1, t.y. trumpame laiko intervaleτ � ε−1.
Šio darbo tikslas yra tolygiai tinkam

↪
u didelėje srityje

(τ,x) ∈
[
0,

c

ε

]
× (−∞,+∞)

asimptotik
↪
u konstravimas.̌Cia c ir visos kitos konstantos nepriklauso nuo mažojo

parametroε.

1Pasteb˙ekime, kad m¯us ↪u metodika taikytina ir kai (4) prielaida negalioja, t.y. kaiε2
2 � ε1 arbaε2

2 � ε1,
kadangi tai tik supaprastina(3) uždavinio asimptotin↪e analiz↪e, nes (5) lygtyje lieka mažiau eil˙es O(ε) nari ↪u.
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3. Pažymėkime lėt
↪
aj

↪
i laik

↪
a

T = ετ

ir greituosius charakteristinius kintamuosius
y± = x ± τ .

Asimptotinio (6) uždavinio artinio ieškome pavidalu

r±(x, τ ; ε) ≈ R±(T ,y±).

FunkcijosR± ieškomos sprendžiant toki
↪
a suvidurkint

↪
aj

↪
a sistem

↪
a

∂R±

∂T
= ±

〈(∂R+

∂y+ + ∂R−

∂y−
)

· (α cosωx − β(R+R−)2)〉
±

(8)

Vidurkinimo pagal charakteristikas operatoriai< · · · >± apibrėžiami taip:

〈
g(T ,x,y+, y−)

〉
+ ≡ lim

S→+∞S−1
∫ S

0
g(T ,y+ − s,y+, y+ − 2s)ds, (9)

〈
g(T ,x,y+, y−)

〉
− ≡ lim

S→+∞S−1
∫ S

0
g(T ,y− + s,y− + 2s,y−)ds. (10)

Iš (9), (10) apibrėžim
↪
u išplaukia (žr. [2]) vidurkinimo operatori

↪
u savybės

〈∂R±
∂y±

〉
∓ = 0,

〈∂R±
∂y± R±〉

∓ = 0,
〈∂R±
∂y± (R±)2

〉
∓ = 0, (11)

〈∂R∓
∂y∓ cosωx

〉
∓ = 0,

〈∂R∓
∂y∓ (R±)2

〉
∓ = ∂R∓

∂y∓
〈
(R±)2〉

∓, (12)

teisingos tolydžiai diferencijuojamoms apibr˙ežtoms srityje

(T ,y) ∈ [0,T0] × (−∞,+∞)

funkcijomsR±(T ,y) (T0 – teigiama konstanta). Taikome (11), (12) formules (8) sis-
temai:

∂R±

∂T
± β(R±)2∂R±

∂y± = ±α
〈∂R∓

∂y∓ cosωx
〉
± ± β

∂R±

∂y∓
〈
(R∓)2〉

±. (13)

4. Tarkime, kad (6) sistema papildyta pradin˙emis s
↪
alygomis

r+(x,0) = r+
0 (x), r−(x,0) = r−

0 (x), x ∈ (−∞,+∞). (14)

Randamas sprendžiant (13), (14) suvidurkint
↪
aj

↪
a sistem

↪
a asimptotinis sprendinys gali

būti konstruojamas, kai funkcijosr+ ir r− nyksta begalyb˙eje:

lim|x|→∞ r±(x) = 0. (15)
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Tokiu atveju (13) sistema išskaidoma
↪
i dvi nepriklausomas paparst

↪
uj

↪
u netiesini

↪
u bang

↪
u

lygtis:

∂R±

∂T
± β(R±)2∂R±

∂y± = 0. (16)

Pasteb˙ekime, kad gaut↪a (16) lygt
↪
i keitiniu w(x, t) = β(R±(x, t))2 galima pert-

varkyti
↪
i klasikin

↪
e Hopfo lygt

↪
i (dar vadinam

↪
a Rymano arba Oilerio lygtimi)wt +

wwx = 0.
Sudėtingesnis yra periodinis uždavinys. Jei (14) funkcijos yra periodin˙es su pe-

riodu 2π , vidurkinimo operatorius (9) ir (10) galima pakeisti integralais baigtiniame
intervale ir suvidurkintoji (13) sistema užrašoma taip:

∂R+

∂T
+ β(R+)2∂R+

∂y+ = α

2π

∫ 2π

0

∂R−(T ,y+ − 2s)

∂y− cos
(
ω(y+ − s)

)
ds

− ∂R+
∂y+ · β

2π

∫ 2π

0
(R−)2(T ,y+ − s)ds,

∂R−
∂T

− β(R−)2∂R−
∂y− = − α

2π

∫ 2π

0

∂R+(T ,y− + 2s)

∂y+ cos
(
ω(y− + s)

)
ds

+ ∂R−

∂y− · β

2π

∫ 2π

0
(R+)2(T ,y− + s)ds. (17)

Integralinė diferencialinė (17) sistema gali atrodyti sunkesniu, palyginus su pra-
diniu, uždaviniu. Taˇciau ji neturi asimptotinio integravimo ilgame laiko intervale speci-
fikos ir gali būti sprendžiama skaitiniais metodais kompaktin˙eje kintam

↪
uj

↪
u srityje

(T ,y+, y−) ∈ [0,T0] × [0,2π] × [0,2π].
Kai ω nėra sveikasis skaiˇcius, (17) sistemos integralai, turintys kosinusus, lyg¯us

nuliui, tačiau kiti du integralai lieka sistemoje (plg. [3–5]). Skirtumin˙es schemos
panašioms suvidurkintoms sistemoms buvo pasi¯ulytos darbuose [3–5], taˇciau tarp ten
išnagrinėt

↪
u pavyzdži

↪
u nebuvo atvejo, kai sistemos koeficientai priklauso nuo neži-

nom
↪
u funkcij

↪
u R±(T ,y±) kvadrat

↪
u (R+)2 ir (R−)2. Tai yra uždavinio esminis ypatu-

mas, kadangi nepriklausomai nuo koeficientoω, sistema turi dvi priklausomas lygtis.
Taigi šiame darbe gauta nauja suvidurkintoji sistema asimptotiniam sprendiniui

konstruoti ir šios sistemos tyrimas yra m¯us
↪
u tolimesni

↪
u tyrim

↪
u objektas.
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SUMMARY

A. Krylovas, P. Miškinis. Nonlinear oscillations of the absolute elastic weightless string. Asymptotics
construction

The mathematical model of string nonlinear oscillations is presented. To find the asymptotic solution of
the problem an averaging scheme is constructed.

Keywords:nonlinear waves, perturbation methods, modeling.


