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Sakykime, kad(Mn,α) – n-matė Rymano erdv˙e, αij (x
k) – metrinio tenzoriaus

komponent˙es koordinaˇci
↪
u sistemoje(x1, x2, ..., xn). JeiT ∗M∗ – erdvėsMn koliestinė

sluoksniuotė,(xi, yj ), i, j, k, ... = 1,2, ..,n – jos lokaliosios koordinat˙es, tai teisingos
tokios perėjimo formulės

xi = f i(xk), yi = ∂xk

∂xi
yk. (1)

Tenzoriui αij (x
k) atvirkštinis tenzoriusαij(xk), tenkinantis lygyb

↪
e αikα

ij = δ
j
i ,

leidžia gauti invariant
↪
a

t = 1

2
αijyiyj , (2)

vadinam
↪
a energija (žr. [1]). Jeiyi = αikyk, ∂i = ∂

∂xi , ∂i = ∂
∂yi

, tai teisingos lygyb˙es

∂it = 1
2∂iα

khykyh, ∂i t = yi, ∂iyj = αij , yiyi = 2t . Tenzoriausαij Kristofelio sim-
boliai γ k

ij , ir diferencialiniai operatoriaiδi = ∂i + Lik∂
k bei ∂i , čia Lij = ykγ

k
ij , lei-

džia užrašyti liestin˙es erdvėsTpT ∗Mn, p ∈ T ∗Mn invariantin
↪
i išskaidym

↪
a

↪
i teisiogin

↪
e

sum
↪
a:

TpT ∗Mn = T v
p T ∗Mn ⊕ T h

p T ∗Mn. (3)

Iš jos matome, kad diferencialinis – geometrinis objektasLij apibrėžia koliestinės
erdvėsT ∗Mn tiesin

↪
e siet

↪
i. Kadangi teisinga lygyb˙eγ k

ij = ∂kLij , tai kaip seka iš kolies-

tini
↪
u sluoksniuoˇci

↪
u teorijos [4], dydžiaiγ k

ij yra erdvėsT ∗Mn afiniosios sieties objekto
komponent˙es.

Koliestinė sluoksniuot˙e T ∗Mn yra vadinama metrine hiperplokštumini
↪
u element

↪
u

erdve [2], jei joje apibr˙ežtas neišsigim
↪
es simetrinis metrinis tenzoriusgij (x

k,yh).
Apibrėžkime tenzori

↪
u gij lygybėmis:

gij = αij + yiyj

t
. (4)
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Tuomet jam atvirkštinio tenzoriaus komponent˙es tenkina lygybes

gij = αij − yiyj

3t
. (5)

Kadangi iš (2) lygyb˙es matome, kadt > 0, tai iš (5) lygybės išplaukia s↪alygagijyiyj =
2
3t > 0, kartu su (4) ir (5) lygyb˙emis nustatanti teigiamai apibr˙ežt

↪
a sluoksniuot˙es

T ∗Mn metrik
↪
a.

Iš kit
↪

u lygybi
↪
u

δit = 0, δiyj = Lij , δiy
k = −γ k

ihyh (6)

matome, kad tenzoriausgij kovariantinė išvestinė afiniosios sietiesγ k
ij atžvilgiu yra

lygi nuliui, t.y., afinioji sietisγ k
ij yra metrinė sietis. DydžiaiSi

jpq = ∂pγ i
jq − ∂qγ i

jp +
γ i
qkγ

k
jp − γ i

pkγ
k
jq yra šios sieties kreivumo tenzoriaus komponent˙es. Todėl tiesinės sie-

tiesLij kreivumo tenzoriuiRipq = δqLip − δpLiq teisinga lygybė Ripq = ykS
k
ipq . Iš

jos gauname, kad erdv˙esT ∗Mn tiesinė sietis tada ir tik tada yra plokšˇcia, kai bazinės
Rymano erdv˙esMn kreivumo tenzorius lygus nuliui.

Nesunkiai
↪
isitikinama, kad kovariantin˙e išvestinė�k afiniosios sietiesγ k

ij
atžvilgiu

pasižymi šiomis savyb˙emis:

�kyi = �ky
i = 0, �kt = 0. (7)

Iš (7) lygybi
↪
u gauname, kad dydžiai

cijk = 1

2
∂kgij = 1

6

(yiyjyk

t2 − αikyi + αkjyi

t

)
, (8)

tenkina s
↪
alyg

↪
a �hcijk = 0. Taigi hiperplokštumini

↪
u element

↪
u erdvė T ∗Mn su (4) ir

(5) lygybėmis apibrėžta metrika yra Landsbergo erdvi
↪
u analogas tiesini

↪
u element

↪
u

erdvėse (žr. [2])
Sakykime, kadT A

B (A,B, ... = 1,2, ...,2n) – tenzorinis laukas, apibr˙ežtas erdv˙eje
T ∗Mn . Bazėse∂i , ∂

i ir dxi,dyi yra teisingas išd˙estymas

T = T i
j ∂idxj + T n+i

j ∂idxj + T i
n+j ∂idyj + T n+i

n+j ∂idyj, (9)

o normalizuotose baz˙eseδi, ∂
i ir Dxi,dyj turime lygyb

↪
e

T = t ij δiDxi + tn+i
j ∂iDxj + t in+j δidyj + tn+i

n+j ∂
iDyj , (10)

kurioje t ij , t
n+i
j , t in+j ir tn+i

n+j yra atitinkam↪u tenzori↪u komponent˙es. Bet kokiems

realiesiems skaiˇciams a,b, c,d pažymėkime t ij = ayiyj , tn+i
j = bgij , t in+j =

cgij , tn+i
n+j = dyjyi . Tuomet teisingos lygyb˙es

T i
j = ayiyj − cgikLkj , T n+i

n+j = dyjyi + cgjkLik,

T n+i
j = bgij + (a − d)ykyjLik − cgpgLipLqj, T i

n+j = cgij . (11)
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Sakoma, kad tenzoriumiT A
B yra apibrėžiama hipeplokštumini

↪
u element

↪
u erdvės

tenzorinė struktūra, jei tenzoriaus komponent˙ems galioja s
↪
alyga

T A
C T C

B = λδA
B, λ ∈ {−1,1}. (12)

Kai λ = −1, gautoji strukt¯ura dar yra vadinama beveik kompleksine, o kaiλ = 1 –
beveik sandaugos strukt¯ura [3].

1 TEOREMA. Jei parametraia,b, c,d tenkina lygybesa = d = 0, bc = λ, tai ten-
zoriusT A

B apibrėžia vienparametrini↪u tenzorini↪u struktūr ↪u šeim↪a.

Teoremos
↪
irodymas yra (12) lygybi

↪
u ir (11) išraišk

↪
u išvada.

Tenzorinė struktūra yra vadinama integruojama, jei lygus nuliui jos Nijenhuiso ten-
zorius [3]:

NA
BC = T D

C (∂BT A
D − ∂DT A

B ) − T D
B (∂CT A

D − ∂DT A
C ). (13)

Iš 1 teoremos matome, kad tenzorini
↪
u struktūr

↪
u tenzoriaus komponent˙esT A

B gau-
namos iš (11) lygybi

↪
u kai a = d = 0, b = ±1

c
.

↪
Istat

↪
e šias išraiškas

↪
i (13) lygyb

↪
e ir

atlik
↪
e skaičiavimus,

↪
isitikiname tokios teoremos teisingumu:

2 TEOREMA. Metrinės hiperplokštumini
↪
u element

↪
u erdvės tenzorin˙es strukt¯uros

tada ir tik tada yra integruojamos, kai bazin˙es daugdarosMn Rymano metrikos
kreivumo tenzorius lygus nuliui, o tenzoriusgij tenkina s

↪
alygas∂kgij − ∂igkj = 0.

Hiperplokštumini
↪
u element

↪
u erdvėsT ∗Mn afiniosios sieties abjekt

↪
a �C

AB apibrė-
žiame, užrašydami erdv˙esTpT ∗Mn bazini

↪
u operatori

↪
u ∂A = δi

A
∂i + δn+i

A
∂i kovarian-

tinės išvestin˙es išraišk
↪
a

�∂A
∂B = �C

AB∂C. (14)

Kaip žinome [4], objektas�k
h+i h+j yra tenzorius. Jei jis lygus nuliui, tai tenzori↪u

sudaro ir objekto�k
n+i j

komponent˙es. Jei�k
n+i n+j

= �k
n+i j

= 0, tai afinioji sie-

tis �C
AB

vadinama redukuotaja. Šiuo atveju objektai�k
ij

ir −�n+k
n+i j

taip pat nustato
afini

↪
asias sietis.

Afinioji sietis �C
AB yra vadinama asocijuota tenzorinei strukt¯urai, jei šios strukt¯uros

struktūrinio tenzoriaus kovariantin˙e išvestinė jos atžvilgiu yra lygi nuliui.

3 TEOREMA. Afinioji sietis su komponent˙emis

�i
jk = −�

n+j
n+i k = γ i

jk, �n+i
jk = − �k Lij ,

�i
j n+k = −�

n+j
n+i n+k = −1

2

(yiykyj

t2 − 2αikyj

t

)
,

�n+i
j n+k = −∂kLij − 1

4

(ykyhyj

t2 − 2αkhyj

t

)
Lih − 1

4

(ykyhyi

t2 − 2αkhyit
)
Lhj ,(15)

�k
jk = �i

jn+k = 0.
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yra asocijuota visoms beveik kompleksin˙ems ir beveik sandaugos strukt¯uroms(11).

Teorema
↪
irodoma, randant tenzoriausT A

B kovariantin
↪
e išvestin

↪
e ir pasinaudojant

(6), (7), (8) lygybėmis.
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SUMMARY

On the geometry on special spaces of hyperplane elemente

In this paper analystes metric space of hyperplane elemente with special metric. Is prowed, that in such
spaces intrinsic almost complex and almost product structures exists, criteria of its integrability and asso-
ciated connections established.

Keywords:space of hyperplae elemente, almost complex and almost product structures, integrable struc-
tures, associated connections.


