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Santrauka. Straipsnyje yra tesiamas ribiniy teoremy trikampiy masyvy klasés skaiciams
tyrimas. Yra iSvedamos skaiciy, asocijuoty su Ermito daugianariais, pusiau eksponentinés
generuojancios funkcijos, bei paciy skaiciy analizinés iSraiskos. Gauti rezultatai yra panau-
dojami asimptotinio normalumo jrodymui ir konvergavimo j ribinj désnj grei¢io nustatymui.
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1 Ivadas

Straipsnyje yra nagrinéjamas dalinis trikampiy masyvy klasés skai¢iy [3] atvejis. Tri-
kampiy masyvy klasés skaiciai apibréziami rekurentiniu sarysiu

Ank = fl (na k)anfl,kfl + fZ(na k)anfl,lm (]—)

kur agg = 1 ir anr = 0, kai min(n — k, n, k) < 0. Taigi, pakanka nagrinéti sveikuosius
n >k > 0. Darbe [1] buvo i§vesta (1) skaiciy su tiesiniais koeficientais

J1(n, k) = kiin + kigk + k1, fa(n, k) = koin + kook + ka3,  kij € R, (2)

generuojancios funkcijos bendroji daliniy iSvestiniy diferencialiné lygtis.
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92 1. Belovas
1 teorema. (Belovas [1]) Skaiciy (1)—(2) pusiau eksponentiné generuojanti funkcija

oo 00 o oo n "
= Z Z ankﬁyk = Z Zankmyka (3)

n=0 k=0 ’ n=0 k=0

tenkina tiesine pirmosios eilés daliniy isvestiniy diferencialine lygty

(1 — knzy — ko12)Fl — (k12y® + kaoy)F, = (kiy + ko) F, (4)
su pradine sglyga F|,—o = 1. Cia
ki1 = ki1 + k12 + ks, ke = Koy + kas. (5)
Trikampiy masyvy klasés skaiciams, asocijuotiems su Ermito daugianariais,

kia = —2k11, kis = ki1, ko1 = koo =0, kai ki1, kaz # 0. (6)
Pastebésime, kai k11 = 0, galima atskirti kintamuosius ir iSspresti (4) lygti charakte-
ristiky metodu. Atvejai, kai k11 # 0, yra sudétingesni ir reikalauja detalaus nagriné-

jimo. Toliau straipsnyje simboliu @(z) Zymésime standartinio normaliojo atsitiktinio
dydzio pasiskirstymo funkcija,

1 ¢ 2
@(1’) = \/7277(/ eiét dt, x € R,

I'(z) — gama funkcija, ir H,(z) — (fizikinius) Ermito daugianarius,
[n/2] j

| n—23
=nl! Z = 2] (22) .

Visos ribos straipsnyje, jei nepazyméta kitaip, skaic¢iuojamos kai n — oo.

2 Generuojanti funkcija ir analiziné israiska

1 lema. Trikampiy masyvy klasés skaiciai, asocijuoti su Ermito daugianariais, turi

(i) generuojanciq funkcijg

1
F(:E, y) = exp <l€231‘ + 2]€11k23£172y) y (7)
(ii) ir analizine israiskq
(2k)! -
i = R G2 k) () 0

Irodymas. 1°. Tegu ani = (ka3)"ank, t.y.,
Ank = (ﬁn - QBk + ﬁ)anfl,kfl + Qn—1,k, (9)
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kur 8 = ki1/keos. Pastebime, kad
F(x,y) = F(kasx,y), (10)

kur F' (z,y) yra skaiCiu a,; pusiau eksponentiné generuojanti funkcija. Pagal Teore-
ma 1, skaicius a,, atitinka daliniy iSvestiniy diferencialiné lygtis

(1= Bay)F, +28y°F, =F,  Flo—o=1. (11)
Keitiniu
F(z,y) = ¥(z,y) exp(~(26y)™") (12)
transformuojame daliniy iSvestiniy diferencialine lygtj (11) i homogenine forma:

(1= Bay)@,, +2By°¥, =0,  Wlo—o =n(y) = exp((28y) ). (13)

Homogenine diferencialine lygti (13) atitinka simetriné diferencialiné lygtis

dx dy
— . 14
1= By 2By? 14
Jos bendrasis integralas yra
Bxy +1
Y, y) = ——F—— =C. (15)

By

Atsizvelge i pradine salyga, issprendziame (15) y atzvilgiu, y = w(C) = 372C~2. Pa-
keite C' bendruoju integralu gauname funkcija w (¢ (z,y)) ir uzrasome Kosi uzdavinio
sprendinj

(1+ /D’fcy)2> . (16)

28y

Istate ¥(x,y) iSraiska j keitinj (12), gauname diferencialinés lygties (11) sprendinj,
t.y., skaiCiy au, generuojancia funkcija

_ 1 1 2
F(z,y) = exp| 2 + - Byz® | = exp| ks S —ki1kosy = ; (17)
2 kgg 2 k23

ir kartu (pl. (10)) pirma lemos teiginj.
20, Formali Teiloro eiluté dviejy kintamyjy generuojanciai funkcijai (3) yra

xnyk
©0,0)) MK '

Skaiciy a,j analizing iSraiska gauname skaiciuojant dalines iSvestines,

W (z,y) = n(w(b(@.y))) = exp (

> 6n,+k
Flz,y)=>_ rﬂnaku(x,y)
n=0 k=0

(k‘zg)n an-i-k
k! OxmOyk

Ank = (k23)nank - (18)
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Pritaike Leibnico formule, gauname

gE o < 1 2)

Upp = —————x"exp | x + = Byzx
k!2F Oxn 2 (0,0)
B n—2k

0 1
_ - 2k | - 2
k'QkC (Qk‘)8 kexp(m—&—Qﬁyx)

(0,0 (19)
(k1) ok, n—2k o7 Bryra?r
(k‘gg)kk@kc 2k Z aLL'J Z 27yl

(0,0)

Tai, kartu su (18), uzbaigia lemos jrodyma. 0O

3 Ribiné teorema

Panaudosime Chvano rezultata (Zr. Lema 2) apie konvergavimo centringje ribinéje
teoremoje kombinatorinéms strukturoms greiti (Isv. 2, Sk. 4 [2]). Tegu 2, yra
sveikaskaitis atsitiktinis dydis su tikimybémis, nusakomomis formule

Anjk Qnk
P(2,=k = = . 20
(£, ) ho Onk Do Cnk (20)
Atsitiktinio dydzio §2,, momentus generuojanti funkcija yra
n n -1 n
M, (s) = E(e?*) = > P(82, = k)et* = <Z ank> > anket. (21)
k=0 k=0 k=0
Istate (21) i pusiau eksponentinés generuojancios funkcijos israiska (3), gauname
F(xz,e®) Z py Zanke z;) p SnMp(s),
n=0 n

kur
n
Sn = § Qnk-
k=0

Taigi momentus generuojancia funkcija galima rasti, skai¢iuojant pusiau eksponenti-
nés generuojancios funkcijos F(z,y) dalines iSvestines taske x = 0,

8%

M, (s) = S, ' —F(x,e*) (22)
™ =0
Kadangi M, (0) = 1, kartu turime ir formule sumai S,,,
871
Sp = 7—F(x,¢%) (23)
Oz (0,0)
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2 lema. (Chvanas [2]) Tegu P,(z) yra neneigiamo sveikaskaicio atsitiktinio dydzio
2, generuojanti funkcija, su vidurkiu u,, ir dispersija o2. Tarkime, kad bet kokiam
fiksuotam n > 1, Py(2) yra Hurvico daugianaris. Jei op, — 00, tai

P(Q"U;’““L<m>—gb(x)+o<;>, z€R. (24)

2 teorema. Jei F,(x) yra atsitiktinio dydzio §2, (20) skirstinys, skaiciai any tenkina
Lemos 1 sqlygas ir B yra teigiamas, tai

Fp(one 4 pn) = &(x) + O(n~ V4, zeR. (25)
Atsitiktinio dydzio (2, vidurkis ir dispersija yra lygus

ang(l—ww)

9 nt? H,

ot =" <1 — (27 +1/7) Hn(lg) + 2n<HH;(17(_;))2>
atitinkamai. Cia 7= 1/(i\/2B).

Irodymas. Atsizvelge i apibrézima (20), toliau nagrinésime skaicius au,y iS Lemos 1.
Raskime atsitiktinio dydzio (2, momentus generuojancia funkcija (zr. (22)). Skai-
¢ivojant funkcijos F'(z,e®) (17) n-aja daline iSvestine, gauname

"o s - j 8j 1 s,.2
aan(a:,e ) _ :]Z::OCH 907 &P (2ﬁe x ) o
) (27)
icj - pre (z 2r)(]) [%] nlt/ (\[)nH < )
= n r =0 = - _ . 2
= i 2 = Jn—2j)! 2iv/t
kur ¢t = Be®/2. Pagal (22)—(23), momentus generuojanti funkcija yra
(n/2] (Be*/2)! .
M. (S) Z] 0 jl(n—2j)! een/QHn(Te /2) (28)
" (n/2] _(B/2)7
>0 F(n—2j)! Ha(7)
Ermito daugianariy iSvestiné yra H) (z) = 2nH, _1(x), taigi
anl(T)
M(0) = pi = = (1 - 27‘) :
? Hy1(7) Hy—o(7)
M (0) = n- 2 9 n—1 2 o d1n
10) = T = 0 =2t g e

//

= M/ (0) — M’?(0) ir Ermito daugianariy rekurentinj sarysi
2(n — 1)H,,—2(x), apskaic¢iuojame dispersija

Hy, (1) o Hn—2(7) _n272H271( 7)
Hy(7) Hy () a(7)

_ _”72 (1 — (27 +1/7) Hgn(lg) * 2"(H13n(1¢())> >
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+ (n2 —n)T
(30)
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Pasinaudoje Ermito daugianariy

Ho () ~ %ewzﬂr (” ! 1) cos(a/2n — nm2),

ir santykio I'(n + d)/I’(n) ~ n asimptotinémis iSraiskomis, gauname

Hy_1(7) o1 sin(7v/2n — 2 — nw/2) i ﬁ 31)
H, () V2n  cos(Tv2n — nw/2) \/%

Turime (zr. (30))

n 1 —2 n
02 ~ — (1 4 p— 6\/B<W+ﬁ> —e 5<W+ﬁ>) ~ Lﬁ

45 VBn AVB’

taigi 02 — oo. Atsitiktinio dydzio §2,, generuojanti funkcija yra

n/2 Hn(TZ_l/Q)

P,(z) = M,(lnz) =z o)

(32)
Hurvico daugianariu yra vadinamas daugianaris, kurio nuliai guli pusplokstumeéje

Rz < 0. Ermito daugianariy Saknys u; yra realieji skaiciai. Taigi, generuojancios
funkcijos P, (z) saknys yra neigiamos. IS tikryju,

uzbaigiant teoremos jrodyma. 0O

1 pastaba. Is formuliy (10), (23) ir (27) iSplaukia, kad skia¢iu a,; suma yra

[n/2]
_ (5/2) k11kas
Sp = (ka3)" jZZ:O 310 —2;)! =Qn (k23, > ) ; (33)

kur @, (z,t) yra n-jo laipsnio Silumos laidumo daugianaris, t.y. paraboliskai n-homo-
geninis daugianaris, tenkinantis Silumos laidumo lygti @; = Qu.. ,Paraboliskai n-
homogeninis” reiskia Q(A\z, \%t) = \"Q(z,t) su A > 0 (7r. [4]).
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SUMMARY

A central limit theorem for numbers satisfying a class of triangular arrays asso-
ciated with Hermite polynomials

1. Belovas

The paper extends the investigations of limit theorems for numbers satisfying a class of triangular
arrays. We obtain analytical expressions for the semi-exponential generating function the numbers,
associated with Hermite polynomials. We apply the results to prove the asymptotic normality of the
numbers and specify the convergence rate to the limiting distribution.

Keywords: limit theorems; combinatorial numbers; asymptotic enumeration; asymptotic normality;
Hermite polynomials
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