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Santrauka. Straipsnis supazindina skaitytoja su keletu nuostabiy trigonometriniy funkci-
ju savybiy. Pasirodo, jei funkciju sinz, cosz, tgx ir ctgx argumenty reikSmés, isreikstos
radianais, yra algebriniai skaiciai, tai siy funkcijy reiksmeés yra transcendentiniai skaiciai. I8
C¢ia i8plaukia, kad pseudo Herono trikampiy visy kampy didumai (atskiru atveju Pitagoro ir
Herono trikampiy visy kampy didumai), iSreiksti radianais, yra transcendentiniai skaiciai.
Jei sinusy ir kosinusy argumentai, isreiksti radianais, yra lygus « = r - 2w, ¢ia r — raciona-
lieji skaiciai, tai siy funkcijy reikSmeés yra algebriniai skaiciai. Pazymeétina, kad Siuo atveju
argumentas x = r - 27 yra transcendentinis, o iSreiksStas laipsniais jis tampa racionaliuoju
skaiciumi.

Raktiniai Zodziai: trigonometrinés funkcijos sin o, cos o, tg o ir ctg «; racionalieji skaiciai; algeb-
riniai skaiciai; transcendentiniai skaiciai; Lindemann—Weierstrass teorema
AMS: 97F50, 97F60, 97C70

1 Ivadas

IS mokyklinés matematikos zinoma, kad funkcijos sin z arba cos x visy pirma pasireis-
kia nustatant staciyjy trikampiy kampy ir krastiniy rysius. Taip pat mokykliniame
kurse nagrinéjami statieji Pitagoro trikampiai (pvz., egiptietiskasis statusis trikampis
su krastinémis 3,4,5), kuriy krastiniy ilgiai yra sveikieji skaiciai, ju kampu sinusy
ir kosinusy reikSmés yra racionalieji skaiciai, bet kampy didumai, isreiksti laipsniais,
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néra racionalieji skaiiai, o iSreiks$ti radianais jie yra transcendentiniai skaiciai [3].
Pasirodo, kad tokiomis savybémis pasizymi ir Herono trikampiai.

Autoriai [5] darbe apibrézé pseudo Herono trikampius, kuriy visy krastiniy ilgiy
kvadratai yra sveikieji skaiciai, o dviguba ploto reiksmé yra sveikasis skaic¢ius. Tokie
trikampiai mokyklinéje geometrijoje sutinkami gana daznai, pvz., trikampis, kurj su-
daro trys Herono trikampio pusiaukrastinés. Be to, [5] darbe jrodyta, kad kiekvienas
trikampis, kurio virsuniy koordinatés yra sveikyjy skaiciy poros, yra pseudo Herono
trikampis. Siame darbe yra jrodoma, kad pseudo Herono trikampiy kampy didumai,
isreiksti radianais, yra transcendentiniai skaiciai.

Straipsnyje nagrinéjami klausimai i§ esmés remiasi elementariosios matematikos
metodais, iSkyrus Lindemano-Vejerstraso (Lindemann—Weierstrass) teorema. Autoriy
nuomone, tokie tyrinéjimai gali buti gera medziaga jvairiems projektiniams darbams
su matematikai gabiais vyresniyjy klasiy moksleiviais, studentais ir magistrantais.

2 Algebriniai funkcijy sin a ar cosa argumentai

Kaip zinia, istoriskai matematikoje pirmiausia realieji skaic¢iai skirstomi j racionaliuo-
sius ir iracionaliuosius.

1 apibrézimas. Realusis skaicius yra vadinamas iracionaliuoju, jei jis néra raciona-
lusis, t.y. jis neisreiskiamas sveikyjy skaiciy santykiu.

Matematikos istorijoje buvo nagrinéjami tik racionalieji skaiciai ir juy apibendrini-
mai — algebriniai skaiciai [2, 259 p.].

2 apibrézimas. Kompleksinis skai¢ius « vadinamas algebriniu skai¢iumi, jei a yra
kurio nors daugianario su sveikaisiais koeficientais Saknis.

Visy algebriniy skai¢iy aibé sudéties ir daugybos atzvilgiu yra kunas [2, 262 psl.],
t.y. sudedant, atimant, dauginant, dalijant du algebrinius skaicius, irgi gaunami
algebriniai skaiciai. Bet didzioji dalis realiyjy skaiciy, pasizyminciy jdomiomis savy-
bémis, néra algebriniai, ir jie vadinami transcendentiniais skaiciais.

3 apibrézimas. Skaic¢ius a vadinamas transcendentiniu skai¢iumi, jei néra jokio dau-
gianario su sveikaisiais koeficientais, kurio Saknis yra skaic¢ius a.

Aibiy teorijos poziuriu transcendentiniy skaiciy yra gerokai daugiau, negu algeb-
riniy skaicdiy, nes transcendentiniy skaiciy aibé yra kontinuumo galios, o algebriniy
skaiciy aibé yra skaicioji [2, 270 psl.].

Bet kuris transcendentinis skaicius yra iracionalusis, bet atvirksciai, jei skaiCius
yra iracionalusis, jis nebutinai yra transcendentinis. Pvz., iracionalusis skai¢ius v/3 —
algebrinis, nes jis yra daugianario su sveikaisiais koeficientais x? — 3 Saknis.

Funkcijos, kuriomis visy algebriniy skaiciy aibé atvaizduojama j transcendentiniy
skaiGiy aibe, yra trigonometrinés funkcijos sina, cosa, tga ir ctga. Sio teiginio
jrodymas seka i§ Lindemano—Vejerstraso teoremos [2, 276 p.], [6, 117 p.].

1 teorema. (Lindemann—Weierstrass) Sakykime, kad aq,o, ..., «, — skirting: al-
) ) ) )

gebriniai skaiciat, o c1,ca,...,cn — algebriniai skaiciai, is kuriy ne vist lygus nulius.

Tuomet

c1€™ 4 c0e®? + -+ - + cpe® £ 0.

http://www.zurnalai.vu.lt/LMR


http://www.zurnalai.vu.lt/LMR

Algebrinés sinusy ir kosinusy bet jy argumenty reiksmés 23

Sios teoremos isvados yra teiginiai, kad skaiciai e ir m — transcendentiniai ir Lin-
dermano teorema, kad skaic¢ius e® — transcendentinis, jei o — algebrinis skaicius.

2 teorema. Jei funkcijy sin a, cos a, tg a ir ctg a argumentas, isreiksti radianais, yra
algebriniai skaiciai, tai sty funkcijy reiksmés yra transcendentiniai skaiciai.
Irodymas. 1$ Muavro formulés sina = % iplaukia, kad 2i sin ae® + (—1)e'™ +
e’ = 0. Tare, kad sin« yra algebrinis skaicius, i 1 teoremos gauname priestaravi-
ma. IS Muavro formulés cosa = % analogiskai iSplaukia, kad teorema teisinga
sina __e'%—eTi™
cosa  i(etrfe—i)?
(=1)e*™ + e = 0. Tuomet teiginys, kad tg « yra algebrinis, priestarauja 1 teoremai.
Analogiskai teorema jrodoma ir dél ctga. O

ir coso reikSmei. Kadangi tga = tai itgae’® + itgoe i +

3 teorema. Jei skaicius « yra racionalusis, o skaicius r yra transcendentinis, tai
skaicius ar yra transcendentinis.

Irodymas. Tarkime, kad skaiCius ar yra algebrinis. Sakykime, kad a = 7, ¢ia

m,n € Z. Tuomet egzistuoja daugianaris su sveikaisiais koeficientais, kurio Saknis
yra ar = 7tr, t.y. teisinga lygybé:

m o\ F m k-1
ais(*T) +ag—1 (*7“) - tap =0,
n n

i§ kurios isplaukia lygybé

k

m ’akrk + mbF1

nak_lrk_l + -+ nkao =0,
reiskianti, kad skaic¢ius r yra daugianario su sveikaisiais koeficientais Saknis, taigi r yra
algebrinis skaic¢ius. Gavome priestarg tam, kad skaicius r yra transcendentinis. O

3 Algebrinés funkcijy sina ar cos a reikSmeés

m
n

Sakykime, kad @ = 2m, ¢ia m,n € Z. Nagrinéjame klausimus:

1) Su kuriomis « reikSmémis sin x ir cosx yra racionalieji skai¢iai?
2) Su kuriomis « reiksmeémis sin z ir cosz yra algebriniai skai¢iai?

Sie klausimai seniai domina matematikus ir turi ilga istorija [1]. Jie yra ekviva-
lentus, kai trigonometriniy funkcijy argumentai, isreiksti laipsniais, yra racionalieji

eve s Ty s . . _m . _ 360-m . m __ (360-m\° . . o .
skaiciai. IS tl?}él(“)luq turlme.oz = 2 = =0 oS = (—n ) , kai kampo laipsninis
matas a® = == " yra racionalusis.

Gerai zinoma, kad 0, :I:%7 41 yra sinuso ir kosinuso specialios reikSmés, kuriy kam-
pu laipsniniai matai yra racionalieji skaiciai. Pasirodo, kad tai yra vieninteliai racio-
nalieji skaiiai, pasiZymintys Sia savybe. [1] darbe pateiktos nuorodos j jvairius Sio
teiginio jrodymus. Mes §j teiginj jrodysime [7], o taip pat ir [4] darbuose pateiktu
metodu. Pradésime nuo lemos, kurios jrodymas remiasi kosinusy sumos formule.

1 lema. Su bet kurivo naturalivoju k 2 cos ka yra k-ojo laipsnio daugianaris su svei-
kaisiais koeficientais atzvilgiu 2 cos a:

2coska = (2cosa)® + ap_1(2cos @)1 + ap_o(2cos )2+ -+ ag. (1)
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Irodymas. Kai k = 1, tai 2cos la = 2cosa, o kai k = 2, tai 2cos2a = (2cosa)? —

_ ; — _ Bty _
2 = (2cosa)(2cosa) — 2. Sakykime, kad § = (k + 2)a, 0o v = ko, tuomet =52 =

k+2)a+ka — k+2)a—ka
(t2lathe (k4 1)a, o £57 = (t2lacke

5 = . Tuomet kosinusy sumos formulé

B+VCOS/3—7
2 2

cos B + cosy = 2cos

kai %ﬂ =(k+1a,o0 5%” = «, tampa tokia
2cos (k + 2)a = (2cosa)(2cos (k + 1)) — 2 cos ka.

Is ¢ia isplaukia, kad pagal matematinés indukcijos principg lemos tvirtinimo teisin-
gumas jrodytas. 0O

2 lema. Jei daugianario su sveikaisiais koeficientais vyriausias narys lygus 1, tai to
daugianario racionaliosios Saknys yra sveikieji skaiciai.

Irodymas. Sakykime, kad racionalusis skaiCius zy = %, ¢ia p ir ¢ — tarpusavyje

pirminiai sveikieji skaiciai, yra daugianario su sveikaisiais koeficientais
k k—1
x4 ap_1x +---+aix+ayp=0

racionalioji saknis. Tuomet

k k—1
p—k—i—ak,l%—&—~-~+a1£+a0:0.
q q q

Padaugine abi §ios lygybés puses i§ ¢*~1, gauname, kad

k
% +ar1p" "+ +apd T +aed" T =0

Kadangi kairiojoje lygybés puséje visi démenys, pradedant antruoju, yra sveikieji
k

skaiciai, tai skaicius % irgi yra sveikasis. Kadangi skaiéiai p ir ¢ yra tarpusavyje

pirminiai, tai ¢ = £1, taigi xg — sveikasis skaié¢ius. 0O

4 teorema. Sakykime, kad « = =, ¢ia m,n € Z. Skaiciai cos « ir sina yra raciona-

lieji tik tada, kai

mo X
n

1 1
cos a e{o,i§,i1},sina e{o, i§,i1}.
Visais kitais atvejais skaiciai cos v ir sina yra iracionaliefi skaiciai.

Irodymas. Nemazindami bendrumo tarkime, kad m > 0. (1) lygybéje irase o =
.21 ir pazymeje QCOS(% . 27r) = r gauname, kad

F=1 4 e 0ab 2 4+ 4 ag.

2cosm - 21 = ¥ + Ap_1%
Atsizvelge i tai, kad 2 cos (m . 27r) = 2 turime
2 tap_1aF + a2+ 4 ap—2=0. (2)
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IS 2 lemos isplaukia, kad (2) daugianario racionalioji Saknis yra sveikasis skaicius,
taigi skaicius x = 2005(% . 27r) yra sveikasis. Akivaizdu, kad sveikoji (2) lygties
Saknis nelygi nuliui. Kadangi —1 < cos ™* - 27 < 1, tai skaicius 2cos(™ - 2m)2cos o,
kuris yra (2) lygties sveikoji Saknis, jgyja tik reikSmes 41, £+2.

Taigi jrodéme, kad skaiciai cos(Z - 27) su visais m,n € Z yra iracionalieji skai-
¢iai iSskyrus atvejus, kai sSie skaiciai yra lygus 0, £1, :I:%. Taikydami lygybe sina =
cos (g — a) gauname, kad sin o 6{0, :t%, :I:l}, t.y. kai a = 7227, ¢ia m,n € Z. Taigi
irodéme, kad skaiciai cos (% . 27r) ir sin (% . 27r) su visais m,n € Z yra iracionalieji

isskyrus tuos atvejus, kai jie lygus 0, £1, i%. Teorema jrodyta. O

Taciau iracionalieji skaiciai gali buti ir algebriniai, ir transcendentiniai. Pasirodo,
kad skaiciai cos (2 - 2) ir sin(Z - 27) yra algebriniai skaiciai su visais m,n € Z.

5 teorema. Jei o = 7 - 2w, ¢ia m,n € Z, tai skaiciai cosa yra algebriniai.

Irodymas. Nemazindami bendrumo tarkime, kad m > 0. Kadangi cosna = cosm - 2w =
1, tai i$ 1 lemos isplaukia, kad

2= (2cosa)f + ap_1(2cosa)* 1t +ap_o(2cos )% 4 .- + ag,

t.y.
Py (cosa) = 28 (cos )k 4+ ap_128 "L (cos @)* 7! 4+ ap_22" 2 (cos ) 2 + - 4 ag — 2.

Taigi skaicius cos « yra nenulinio daugianario Py (x) su sveikaisiais koeficientais Saknis,
todél cos a — algebrinis skaic¢ius. 0O

6 teorema. Jei o = " - 27, Cia m,n € Z, tai skaiciai sina yra algebriniai.

Irodymas. Akivaizdu, kad

. T 1 m n—4m
sina=cos| - —a|] =cos| - -2mr—— - 27 | = cos -2,
2 4 n an

be to (n — 4m), 4n € Z. Tuomet pagal 5 teorema skaicius sin « — algebrinis. O

4 Trikampio kampy transcendentinés reikSmeés, kampy
racionalieji sinusai ir kosinusai

[3] darbe yra suformuluoti rezultatai Pitagoro trikampio smailiesiems kampams. Sia-

me skyrelyje pateiskime analogiSkus rezultatus pseudo Herono trikampiams (tame

tarpe Herono trikampiams). Visy pirma pateiksime keleta apibrézimuy.

4 apibrézimas. Statusis trikampis, kurio krastiniy ilgiai ir plotas yra sveikieji skai-
¢iai, vadinamas Pitagoro trikampiu.

5 apibrézimas. Trikampis, kurio krastiniy ilgiai ir plotas yra sveikieji skaiciai, vadi-
namas Herono trikampiu.
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Apibrésime pseudo Herono trikampiuy savoka, kurios atskiras atvejis yra Herono
trikampiai.

6 apibrézimas. Trikampis, kurio krastiniy ilgiy kvadratai yra sveikieji skai¢iai, o
dviguba ploto reikSmeé — irgi sveikasis skai¢ius, vadinamas pseudo Herono trikampiu.

IS mokyklinés geometrijos zinomi trikampiai, kuriy kampai 30° — 60° —90°, 60° —
60°—60° ir 30°—30°—120°, kuriy kampy kosinusy arba sinusy reiksmés yra racionalieji
skaiciai. Nagrinésime klausima ar yra pseudo Herono trikampiy, kuriy kampy sinuso
ar kosinuso reikSmeés yra racionalieji skaiciai.

7 teorema. Neegzistuoja pseudo Herono trikampiai (o atskiru atveju ir Herono tri-
kampiy, ir Pitagoro trikampiy), kuriy kampy didumai isreiksti laipsniais yra raciona-
lieji skaiciat, dviejy kampy sinusai arba kosinusai yra racionalieji skaiciai, o treciojo
kampo ir sinuso ir kosinuso reiksmeés yra racionalieji skaiciai.

Irodymas isplaukia iS 4 teoremos. Pastebékime, kad trikampis, kurio kampai 30° —
60° — 90°, statiniy ilgiai 1 ir /3, o jZambiné lygi 2, netenkina 7 teoremos salygos, nes
jis néra pseudo Herono trikampis — jo dvigubas plotas néra racionalusis skaicius.

8 teorema. Neegzistuoja né vieno pseudo Herono trikampio (o atskiru atveju ir He-
rono trikampiy, ir Pitagoro trikampiy), kurio kampy laipsniniai matai yra racionalieji
skaiciai, o kiekvieno kampo sinuso ar kosinuso reiksmés yra racionalieji skaiciai.

Irodymas seka is 4 teoremos. Nei lygiakrastis trikampis su kampais 60° —60° —60°
ir krastineés ilgiu lygiu 1, nei lygiasonis trikampis su kampais 30° — 30° — 120° ir
Soninémis krastinémis lygiomis 1, o trecia krastine lygia v/3, netenkina 8 teoremos
salygy, nes ju dvigubi plotai néra racionalieji skaiciai.

9 teorema. Pseudo Herono trikampiy (o atskiru atveju ir Herono trikampiy, ir Pi-
tagoro trikampiy) kampy laipsniniai matai yra iracionalieji skaiciai.

Irodymas iSplaukia i 7 ir 8 teoremuy.

10 teorema. Pitagoro ir Herono trikampiy kampy didumai, isreiksti radianais, yra
transcendentiniai skaiciai.

Irodymas. Visy pirma jrodysime teiginj Pitagoro trikampiams. Pitagoro trikampiy
sinuso ir kosinuso reiksSmeés yra racionalieji skaiciai. Jei smailiyjy kampy didumai,
iSreiksti radianais, buty algebriniai skaiciai, tai priestarauty 2 teoremai, teigianciai,
kad tuo atveju ty kampy sinusy ir kosinusy reikSmés yra transcendentiniai skaiciai.

Pastebékime, kad i§ 3 teoremos gauname, kas staciojo kampo 90° = 7 dydis
radianais — skaifius 7 yra transcendentinis, nes jis yra racionaliojo skaifiaus % ir
transcendentinio skai¢iaus 7 sandauga.

Irodysime teiginj Herono trikampiui. Sakykime, kad a, b ir ¢ — Herono trikampio
krastiniy ilgiai, kurie pagal apibrézima yra sveikieji skaiéiai. Tuomet i$ kosinusy teore-
mos gauname, kad cosa = %, cos B = %, cosy = % Is cia seka,
kad visy trikampio kampy kosinusai yra racionalieji skai¢iai. Tare, kad siy kampy di-
dumai, isreiksti radianais yra algebriniai skai¢iai, gauname priestaravima 2 teoremai,
kuri teigia, kad kosinusy reikSmés tokiu atveju yra transcendentiniai skaic¢iai. O
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11 teorema. Pseudo Herono trikampio kampy didumat, isreiksti radianais, yra trans-
cendentiniai skaiciai.

Irodymas. Sakykime, kad a, b ir ¢ yra pseudo Herono trikampio krastiniy ilgiai, kuriy
kvadratai pagal apibrézima yra sveikieji skaic¢iai, o S — jo plotas, ir ¢ia 2S5 — sveikasis

s fod S _ b2+ —a? : __ 2S5 _ a’+4c2-b?
skaié¢ius. Tuomet telSlglgOf lzgybes. cosa = = sina = 32, cos f =
. _ 2S5 AN a“ b —c . _ 28 Yoy . . .
sinf3 = 22, cosy = =%, siny = 22. I8 ju iSplaukia, kad visy pseudo Herono

trikampio kampy tangentai yra racionalieji skaiciai. Tuomet i$ 2 teoremos isplaukia,
kad trikampio kampy didumai, iSreiksti radianais, yra transcendentiniai skaiciai. 0O

12 teorema. Trikampiy, kuriy virsuniy koordinatés yra sveikyjy skaiciy poros, ra-
dianais isreiksti kampy didumai yra transcendentiniai skaicias.

Irodymas. Autoriai [5] darbe jrodé, kad trikampis, kurio virSunés yra sveikaskaités
gardelés taskuose, yra pseudo Herono trikampis. Tuomet pagal 10 teorema jo kampy
didumai, isreiksti radianais, yra transcendentiniai skaiciai.

Is 10 teoremos gauname, kad Pitagoro trikampio smailiyjy kampy « ir 8 didumai,
isreiksti radianais, yra transcendentiniai skaiciai, be to, pagal 7 teorema jie neisreis-
kiami pavidalu 7 - 27, ¢ia m,n € Z. [domu buty nustatyti, kaip Pitagoro trikampio
kiekvieno i$ smailiyjy kampy « ir 8 didumai susije su skai¢iumi 7. Kol kas sis klau-
simas yra atviras, viena Zinoma tik kad a + 3 = 7.

10 teoremos jrodymai naudojama Lindemano—Vejerstraso 1 teorems, kurios jro-
dymas yra netrivialus. Jdomu buty rasti paprastesnj 10 teoremos jrodyma.

Baigiant pazymésime, kad reikalaudami, jog trikampiai pasizymty tam tikra pras-
me geromis savybémis (pvz., kad visy trikampio krastiniy ilgiai buty sveikieji skaiciai
kaip Pitagoro ar Herono trikampiai), gauname kampus, kuriy didumai iSreiksti ra-
dianais, yra transcendentiniai skaiciai. Taigi jau Egipto piramidziy statytojai, kurie
staciojo kampo nustatymui naudojo egiptietiskuosius trikampius su krastinémis 3, 4
ir 5, susidurdavo su transcendentiniais jo smailiyju kampy didumais. Stac¢iojo kampo
dydj, isreiskiamg transcendentiniu skai¢iumi 5 Zmonija apeidavo jvesdama laipsniny
matyg 5 =90°. O
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SUMMARY
Algebraic values of sines and cosines and their arguments

E. Mazétis, G. Melnichenko

The article introduces the reader to some amazing properties of trigonometric functions. It turns out
that if the values of the arguments of the functions sinz, cosz, tgx and ctgx, expressed in radians,
are algebraic numbers, then the values of these functions are transcendental numbers. Hence, it
follows that the values of all angles of the pseudo-Heronian triangle, including the values of all
angles of the Pythagoras or Heron triangle, expressed in radians, are transcendental numbers. If the
arguments of functions sinz and cosz, expressed in radians, are equal to x = r - 2w, where r are
rational numbers, then the values of the functions are algebraic numbers. It should be noted that in
this case the argument x = r - 27 is transcendental and, if expressed in degrees, becomes a rational.

Keywords: trigonometric functions sin a, cos a, tga ir ctga; rational numbers; algebraic numbers;
transcendental numbers; Lindemann—Weierstrass theorem
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