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IX–X klasės
1. Vienetinio kvadrato virš¯unėse tupi 4 blusos. Kiekvienu ˙ejimu viena blusa gali

peršokti per bet kuri
↪
a kit

↪
a. BlusaA, peršokusi per blus

↪
a B, nusileidžia toje paˇcioje

tiesėjeAB, o atstumas tarp j
↪
u lieka toks pat. Ar gali jos taip šokin˙edamos po baigtinio

ėjim
↪

u skaičiaus atsidurti
a) kvadrato2× 2 viršūnėse?
b) kurio nors nevienetinio kvadrato virš¯unėse?
Atsakymas. a) Negali; b) negali.
Sprendimas.Aišku, kad jei blusos iš kvadrato 1× 1 gali sušokin˙eti

↪
i kvadrat↪a a ×

a, tai jos gali sušokin˙eti ir atgal. Akivaizdu, kad blusos gali patekti tik
↪
i gardelės,

sudarytos iš kvadrat
↪
u 1× 1, mazgus, o kadangi mažiausias atstumas tarp mazg

↪
u lygus

1, tai mazgai negali sudaryti kvadrato su kraštinea < 1. Analogiškai, sudarius gardel
↪
e

iš kvadrat
↪
u a ×a, a > 1, mažiausias atstumas tarp jos mazg

↪
u bus lygusa, taigi mazgai

negali sudaryti vienetinio kvadrato.

2. Seka(an) su visais nat¯uraliaisiais n tenkina s
↪
alyg

↪
a n2an = a1 + a2 + · · · + an.

Duota, kada1 = 1002. Raskitea2006.

Atsakymas. 2004/(2006·2007) (= 334/(1003·669)).

Sprendimas. Pirmas b¯udas.Kadangi s
↪
alyga tenkinama su visaisn, tai nesunku ap-

skaičiuoti kelet
↪
a pirm

↪
uj

↪
u sekos nari

↪
u. Kai n = 2, gauname 22a2 = a1 + a2, 3a2 = a1,

a2 = a1/3 (reikšmės a1 = 1002 galima ir ne
↪
istatinėti). Kai n = 3, tai 9a3 = a1 +

a2 + a3, 8a3 = a1 + a1/3, a3 = a1/6. Kai n = 4, tai 16a4 = a1 + a2 + a3 + a4,
15a4 = a1 + a1/3+ a1/6, 90a4 = 6a1 + 2a1 + a1, a4 = a1/10. Panašiai randamea5 =
a1/15, a6 = a1/21. Pastebime, kada2 = 2a1/(2·3), a3 = 2a1/(3·4), a4 = 2a1/(4·5),
a5 = 2a1/(5·6).

Spėjame, kad teisinga formul˙e ak = 2a1/(k(k + 1)).
↪
Irodysime j

↪
a indukcijos

metodu. Keletuik reikšmi ↪u ji jau
↪
irodyta. Lieka

↪
irodyti, kad tarus, jog ji teisinga su

k = 2,3,4, . . . ,n − 1, ji teisinga ir suk = n. Iš tikr ↪uj ↪u,

n2an=a1+a2+· · ·+an−1+an=2a1
(
1/(1·2)+1/(2·3)+· · · + 1/((n−1)n)

) +an.
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Bet suma skliaustuose lygi

(2− 1)/(1·2) + (3− 2)/(2·3) + · · · + (n − (n − 1))((n − 1)n)

= (1− 1/2) + (1/2− 1/3) + · · · + (1/(n − 1) − 1/n) = 1− 1/n = (n − 1)/n,

todėl (n2 − 1)an = 2a1(n − 1)/n, ir an = 2a1/(n(n + 1)).
Taigi ši formulė

↪
irodyta visiemsn.

↪
Istat

↪
e a1 = 1002 irn = 2006, randamea2006=

2004/(2006·2007) = 334/(1003·669).
Antras būdas.Iš lygybės n2an = a1 + a2 + · · · + an−1 + an atėm

↪
e lygyb

↪
e (n −

1)2an−1 = a1 + a2 + · · · + an−1, gaunamen2an − (n − 1)2an−1 = an, (n2 − 1)an =
(n − 1)2an−1, (n + 1)an = (n − 1)an−1, an = (n − 1)an−1/(n + 1).

Ši lygybė teisinga su visaisn. Parašome j↪a su visais indeksais ikin: a2 = a1/3,
a3 = 2a2/4, a4 = 3a3/5, a5 = 4a4/6, . . ., an−2 = (n − 3)an−3/(n − 1), an−1 = (n −
2)an−2/n, an = (n − 1)an−1/(n + 1), ir visas jas sudauginame:

a2a3a4a5 . . . an−1an

= 1·2·3· . . . ·(n − 2)(n − 1)a1a2a3a4 . . . an−3an−2an−1/(3·4· . . . ·(n − 1)n(n + 1)).

Suprastiname:an = 1·2·a1/(n(n + 1)). Liko
↪
istatyti a1 ir n reikšmes.

Žinoma, galima apsieiti ir be trupmen
↪
u – lygyb

↪
e (n + 1)an = (n − 1)an−1 parašyti

ir su visais mažesniais indeksais, o gautas lygybes sudauginti.

3. Turime lygt
↪
i

x17+ y17+ z17 − x10y7 − y10z7 − z10x7 = 1. (1)

a) Nurodykite bent 4 lygties sprendinius;
b) raskite visus tokius sprendinius(x,y, z), kad0� x � 1, 0� y � 1, 0� z � 1.

Atsakymas. a) Pavyzdžiui,(1/
17
√

130944,2/
17
√

130944,0), (1,−1,0) ir j
↪
u ciklinės

perstatos, taip pat b) punkto sprendiniai; b)(1,0,0), (1,1,0) ir j
↪

u perstatos – iš viso 6
sprendiniai.

Sprendimas.a) Kadangi kintam
↪

uj
↪
u „daug“, galime imtiy = 0,z = 0. Gauname lygt

↪
i

x17 = 1, iš josx = 1. Taigi vienas sprendinys(1,0,0), bet aiškūs dar du sprendiniai:
(0,1,0) ir (0,0,1). Ieškokime daugiau sprendini

↪
u, imkimez = 0. Tada (1) lygtis virsta

x17 + y17 − x10y7 = 1, ir paprasˇciausia imti, pavyzdžiui,y = 1. Tadax17− x10 = 0,
x10(x7 − 1) = 0, x = 0 arbax = 1. Pirma reikšm˙e duoda jau tur˙et

↪
a sprendin

↪
i, o x = 1

duoda sprendin
↪
i (1,1,0), ir aiškūs dar du sprendiniai(0,1,1) ir (1,0,1). Jau turime 6

sprendinius.
Nereikia manyti, kad sunku rasti kitoki↪u sprendini↪u. Vėl imkime z = 0. Jei im-

sime y = x, tai nauj
↪
u sprendini

↪
u negausime. Bet galima imti, pavyzdžiui,y = 2x.

Tadax17 + 217x17 − 27x17 = 1, x17(217 − 27 + 1) = 1, x = 1/
17
√

130944, ir gau-
name sprendin

↪
i (1/

17
√

130944,2/
17
√

130944,0) ir du kitus. Imdamiy = −x, gauname
x = 1, ir turime sprendin

↪
i (1,−1,0). Sudėtingiau, jei imamez = 0, y = −1. Tada

x17 + x10 = 2, x10(x7 + 1) = 2. Šiai lygčiai tinka x = 1, ir nesunku
↪
irodyti, kad

daugiau sprendini
↪
u nėra: kaix > 1, tai kairė pusė didesn˙e už 2; kai−1 � x < 1,
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kairė mažesn˙e už 2; pagaliau, kaix < −1, tai kairė pusė neigiama. Taigi v˙el gavome
sprendin

↪
i (1,−1,0).

b) Žinoma, punkto a) buvo galima ir nespr
↪
esti, o iš karto pereiti prie punkto b).

Beje, jau žinome 6 sprendinius, tenkinanˇcius punkto b) s
↪
alygas.

Dažnai padaroma tokia nedovanotina klaida: pasakoma, kad m¯us
↪
u lygtis simetrinė

(t.y. kad sukeit
↪
e bet kuriuos du kintamuosius, gausime t

↪
a pači

↪
a lygt

↪
i). Tai ne taip:

pavyzdžiui, sux = 1/2, y = 1/4, z = 0 lygties (1) kairė pusė lygi 1/217 + 1/234 −
1/224, o su x = 1/4, y = 1/2, z = 0 lygi 1/234 + 1/217 − 1/227. Todėl teiginys
„kadangi lygtis simetrin˙e, taix galime laikyti didžiausiu“ nepagr

↪
istas, o sprendimas

klaidingas.
Bet (1) lygtis yra ciklinė. Tai reiškia, kad iks

↪
a pakeitus ygreku (trumpiau:x → y),

ygrek
↪
a – zetu, o zet

↪
a – iksu, lygtis nepasikeis. Galima ir dar kart

↪
a pastumti kintamuo-

sius:y → z, z → x, x → y, ir vėl (1) lygtis nepakis, tik bus pakeistax → z, y → x,
z → y (t

↪
a pat

↪
i gautume pasuk

↪
e kintamuosius prieš laikrodžio rodykl

↪
e vienu žingsniu).

Vadinasi, jeigu(a,b, c) yra (1) lygties sprendinys, tai sprendiniai yra ir(b, c,a) bei
(c,a,b). Todėl ir ciklinės lygties atveju galima laikyti, kadx didžiausias (priešingu
atveju pakeistume kintamuosius taip, kad didžiausiu tapt↪u x). Tada arbay � z, arba
y � z, ir turime 2 atvejus: 1)x � z � y ir 2) x � y � z (nieko blogo, kad atvejisy = z

nagrinėjamas abu kartus).
Perrašykime lygt

↪
i taip:

x10(x7 − y7) + y10(y7 − z7) + z10(z7 − x7) = 1. (2)

1) atveju (2) lygties pirmi skliaustai neneigiami, o antri ir treti – neteigiami, tod˙el
kairė pusė � x10(x7 − y7) � x7 − y7 � 1, ir paskutinė nelygybė gali virsti lygybe
tik kai x = 1, y = 0. Su šitomis reikšm˙emis (2) lygtis virsta 1+ z10(z7 − 1) = 1, t.y.
z10(z7 − 1) = 0. Taigiz = 0 arbaz = 1, ir gauname jau tur˙etus sprendinius(1,0,0) ir
(1,0,1) bei j

↪
u perstatas (ši

↪
u sprendini

↪
u atveju ciklinės perstatos duoda visas perstatas).

2) atveju lygties (2) kair˙e pusė� x10(x7 − y7)+ y10(y7 − z7) � (x7 − y7)+ (y7 −
z7) = x7 − z7 � 1, ir lygybė pasiekiama tik kaix = 1, z = 0. Situacija analogiška
turėtajai, ir nauj

↪
u sprendini

↪
u nebegauname. Lygtis išspr

↪
esta.

↪
Idomu pasteb˙eti, kad punkto a) atsakyme nurodyt

↪
u sprendini

↪
u (1,−1,0) ir

(1/
17
√

130944,2/
17
√

130944,0
)

tik ciklin ės perstatos yra sprendiniai (pavyzdžiui,
(−1,1,0) nėra sprendinys, nes kair˙e pusė tada lygi−1). Taip pat aišku, kad turi b¯uti
2/

17
√

130944> 1, – juk
↪
irodėme, kad kaix,y,z ∈ [0,1], tai sprendini

↪
u daugiau n˙era

(
↪
isitikinti, kad 17

√
130944< 2, nesunku ir tiesiogiai, nes 217 > 130944).

4. Duotas statusis trikampisABC, kurio statiniaiBC = a, AC = b. TaškasD yra
aukštinės, nuleistos iš staˇciojo kampo virš¯unėsC

↪
i

↪
ižambin

↪
eAB, pagrindas. Statinyje

BC paimtas toks taškasE, kadCE = 1
2BD, o atkarpojeAE – toks taškasF , kad

EF = CE. Raskite atkarposAF ilg
↪
i.

Atsakymas. AF = b2/
√

a2 + b2.

Sprendimas.Pažymėkime BD = p. TadaCE = EF = p/2. Kadangia2 = pc,
tai p = a2/c, CE = EF = a2/(2c). Pagal Pitagoro teorem

↪
a c2 = a2 + b2, AE2 =
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1 pav. Uždavinys IX–X.3.

AC2 + CE2 = b2 + a4/(4c2) = (4b2c2 + a4)/(4c2). Bet 4b2c2 + a4 = 4b2(a2 +
b2) + a4 = a4 + 4a2b2 + 4b2 = (a2 + 2b2)2, todėl AE2 = (a2 + 2b2)2/(4c2), ir
AE = (a2+2b2)/(2c). TodėlAF = AE−EF = (a2+2b2)/(2c)−a2/(2c) = b2/c =
b2/

√
a2 + b2.

Žinoma,p buvo galima apskaiˇciuoti ir remiantis Pitagoro teorema. Iš plot
↪
u formuli

↪
u

CD·c = ab, CD = ab/c, todėlp2 = CB2−CD2 = a2−a2b2/c2 = a2(c2−b2)/c2 =
a4/c2, ir p = a2/c.

XI–XII klas˙es
1. a) k yra sveikasis skaiˇcius.

↪
Irodykite, kad skaiˇci

↪
u (2k + 1)3 − (2k − 1)3 galima

išreikšti trij
↪
u sveik

↪
uj

↪
u skaiči

↪
u kvadrat

↪
u suma.

b) n yra natūralusis skaiˇcius.
↪
Irodykite, kad skaiˇci

↪
u (2n + 1)3 − 2 galima išreikšti

suma3n − 1 dėmen
↪

u, kuri
↪
u kiekvienas yra didesnio už vienet

↪
a natūraliojo skai-

čiaus kvadratas.

Sprendimas.a) Duot
↪
aj

↪
i reiškin

↪
i nesunku suprastinti netgi nesiremiant kub

↪
u for-

mulėmis – užtenka sudauginti(2k ±1)2 ir (2k ±1). Arba taip:(2k+1)3− (2k−1)3 =
(2k + 1)3 − (2k + 1)2(2k − 1)+ (2k + 1)2(2k − 1)− (2k − 1)3 = (2k + 1)2(2k + 1−
2k + 1) + (2k − 1)

(
(2k + 1)2 − (2k − 1)2

) = 2(2k + 1)2 + (2k − 1)·2·4k = 24k2 + 2.
Dabar aišku, kad 2 reikia „

↪
idarbinti“ kaip du vienetus sumos ir skirtumo kvadratuose.

Bet (k + 1)2 + (k − 1)2 = 2k2 + 2, ir likt
↪
u 22k2. O štai vietojk imant 2k išeina gerai:

24k2 + 2= (2k + 1)2 + (2k − 1)2 + (4k)2.
b) Galima sugudrauti ir remtis punktu a):

(2n+1)3−2= [
(2n+1)3−(2n−1)3]+[

(2n−1)3−(2n−3)3]+· · ·+[53−33]+33−2.

Kiekvienus iš(n−1) laužtini
↪

u skliaust
↪
u galima išreikšti trij

↪
u kvadrat

↪
u suma – tur˙esime

3n − 3 dėmenis, o 33 − 2= 25= 32 + 42, taigi dėmen↪u bus 3n − 1.

2. Baltame kvadrate7 × 7, padalytame
↪
i vienetinius kvadrat˙elius, užtušuoti

29 kvadratėliai. ↪Irodykite, kad visada galima rasti „kampuk↪a“, sudaryt ↪a iš trij ↪u už-
tušuot

↪
u langeli

↪
u.

Sprendimas.Padalykime kvadrat
↪
a simetriškai kvadrato

↪
istrižainės atžvilgiu, kaip

parodyta 2 pav.:
↪
i devynis kvadratus 2× 2, dvi „raides L“ iš 4 langeli

↪
u ir „kamp

↪
a“

iš 5 langeli
↪
u. Kad kvadrate 2× 2 nebūt

↪
u užtušuoto kampuko, daugiausiai galima už-

tušuoti 2 langelius. Raid˙eje L galima užtušuoti tik 3 langelius, o kampe – tik 4. Taigi
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2 pav. Uždavinys XI–XII.2.
Devyni kvadratai 2× 2.

3 pav. Uždavinys XI–XII.2.
Užtušuoti 28 langeliai.

4 pav. Uždavinys XI–XII.2.
Dešimt kvadrat↪u 2× 2.

iš viso galima užtušuoti daugiausiai 9·2+ 2·3+ 1·4= 28 kvadratėlius, o užtušavus 29
– būtinai atsiras užtušuotas kampukas.

Beje, užtušavus 28 langelius, užtušuoto kampuko gali ir neb¯uti – pavyzdžiui, gali-
ma ištisai užtušuoti pirm

↪
a, treči

↪
a, penkt

↪
a ir septint

↪
a eilutes (žr. 3 pav.). Kitaip sakant,

s
↪
alygoje 29 yra mažiausias skaiˇcius langeli

↪
u, kuriuos užtušav

↪
e būtinai rasime už-

tušuot
↪
a „kampuk

↪
a“.

T
↪
a pat

↪
i

↪
irodym

↪
a galima atlikti prieštaros metodu, o ir kvadrat

↪
a galima skaidyti ki-

taip. Pavyzdžiui, imkime 6 „viršutinius“ kvadratus iš 2 pav. bei simetriškai ir kitos

↪
istrižainės atžvilgiu tokius pat 6 „apatinius“ kvadratus (taigi dabar kvadrato skaidinys
simetriškas abiej↪u ↪

istrižaini ↪u atžvilgiu). Matome, kad 3 langeliai uždengti dukart, va-
dinasi, tie 12 kvadrat↪u 2× 2 uždengia 12·4− 3 = 45 langelius, o neuždengti lieka 4
langeliai (jie pažym˙eti kryželiais). Tarkime, kad užtušuoti 29 langeliai, o užtušuoto
„kampuko“ nėra. Kadangi kvadratai nedengia tik 4 langeli↪u, tai jie dengia mažiau-
siai 25 užtušuotus langelius. Bet kvadrat↪u yra 12, todėl pagal Dirichlė (P.G. Lejeune-
Dirichlet) princip↪a yra kvadratas, turintis ne mažiau kaip 3 užtušuotus langelius. Bet
tai reiškia, kad jis turi ir užtušuot

↪
a „kampuk

↪
a“. Prieštara.

3. Dvi gretimos kvadrato virš¯unės yra apskritime, kurio spindulys lygus 1. Di-
džiausi↪a atstum↪a, kuriuo kvadrato virš¯unė gali būti nutolusi nuo apskritimo centro,
pažymėkimeM.

a) ↪Irodykite, kad
√

5< M <
√

7.
b) RaskiteM.

Atsakymas. b) 1+ √
2.

Sprendimas.Prie stygosAB (žr. 5 pav.) pribrėžiame kvadratusABCD (
↪
i kit ↪a pus

↪
e

nuo stygos nei apskritimo centrasO) ir ABMN (
↪
i centro pus

↪
e). Nuleiskime statmen

↪
i

OEF
↪
i styg

↪
a AB (ir kraštin

↪
e CD). PažymėkimeAE = EB = x, ∠EOB = α. Pagal

Pitagoro teorem
↪
aOE = √

OB2 − EB2 = √
1− x2, OD2 = (EF + OE)2 + FD2 =

(2x +√
1− x2)2 + x2 = 4x2 + 4x

√
1− x2 + 1. AnalogiškaiON2 = (EG −OE)2 +

GN2 = (2x − √
1− x2)2 + x2, todėl ON < OD. Mūs

↪
u uždavinys – rasti didžiausi

↪
a

atstumo nuo centroO iki kvadrato viršūnės reikšm
↪
e, taigi galime ieškotiOD2 didžiau-

sios reikšm˙es. Pažym˙ekime

f (x) = 4x2 + 4x
√

1− x2 + 1 (0< x � 1)
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5 pav. Uždavinys XI–XII.3.

ir raskime šios funkcijos didžiausi
↪
a reikšm

↪
eM2.

Jau iš karto matome, kad kaix = 1, tai f (x) = 5, o kai x �= 1, tai f (x) =
4x2+2

√
1− (1− 2x2)2+1� 4x2+2+1< 4+2+1 = 7. Vadinasi, 5� M2 < 7. Im-

dami, pavyzdžiui,x = 0,8, turimef (0,8) = 4·0,82 + 4·0,8
√

1− 0,82 + 1= 4·0,64+
3,2·0,6+ 1 = 2,56+ 1,92+ 1= 5,48, taigiM2 � 5,48> 5, ir a) klausimo nelygyb˙e

↪
irodyta,

√
5< M <

√
7.

Išvestinė f ′(x) = 8x + 2(x2 − x4)−1/2(2x − 4x3) lygi nuliui, kai 2 +
(x2 − x4)−1/2(1 − 2x2) = 0, 4(x2 − x4) = (1 − 2x2)2, 8x4 − 8x2 + 1 = 0, 16x4 −
16x2 + 2= 0, (4x2 − 2)2 = 2, 4x2 − 2= ±√

2,x2 = (2±√
2)/4, x =

√
2± √

2/2. Iš
lygties 8x4 − 8x2 + 1= 0 matome, kad su šitomis kritin˙emisx reikšmėmisx2 − x4 =
1/8, todėl f (x) = 4x2 + 4

√
x2 − x4 + 1 = 2± √

2+ 4
√

1/8+ 1= 3± √
2+ √

2, ir
iš ši

↪
u dviej

↪
u reikšmi

↪
u didesnė reikšmė yraf (x) = 3+ 2

√
2 sux =

√
2+ √

2/2.

Vadinasi, didžiausia ieškomojo atstumo reikšm˙e yraM =
√

3+ 2
√

2=
√

(1+ √
2)2

= 1+ √
2.

Kitas būdas.Galima apsieiti ir be išvestini
↪
u. KadangiEB = sinα, OE = cosα, tai

OD2 = (cosα+2 sinα)2+sin2 α = 1+4 sinα cosα+4 sin2 α = 1+2 sin 2α+2(1−
cos2α) = 3 + 2(sin 2α − cos2α) = 3 + 2

√
2(sin 2α sin 45◦ − cos2α cos45◦) = 3 −

2
√

2 cos(2α+45◦). Didžiausi↪a šio reiškinio reikšm
↪
e gausime, kai kosinusas lygus−1,

t.y. kai 2α + 45◦ = 180◦, α = 67◦30′, ir ta reikšmė lygi 3+ 2
√

2. Vadinasi, didžiausia
atstumoOD reikšmė yraM = 1+√

2. Žinoma, akivaizdi ir nelygyb˙e
√

5< 1+√
2<√

7, nes 5< 3+ 2
√

2< 7 ⇐⇒ 1<
√

2< 2.

4. Funkcijaf (x) apibrėžta teigiamiesiems skaiˇciams,
↪
igyja teigiam

↪
asias reikšmes

ir su visais teigiamaisiasx ir y tenkina lygyb
↪
ef (x)f (y) = f (xy) + f (x/y).

a) Nurodykite bent tris tokias funkcijas.
b)

↪
Irodykite, kadf (x) � 2, f (1) = 2.

c) ↪Irodykite, kad jeif (x) tenkina s↪alyg ↪a, tai j ↪a tenkina ir funkcijaf 2(x) − 2.

Atsakymas. a) Pavyzdžiui,f (x) = 2,f (x) = x +1/x, f (x) = √
x +1/

√
x, f (x) =

x3 + 1/x3.

Sprendimas.a), b) Paėm
↪
ex = y = 1, turimef (1)·f (1) = f (1)+f (1), t.y.f 2(1) =

2f (1), o kadangif visada teigiama, tai padalij
↪
e išf (1) gaunamef (1) = 2. Matome,

kad pradin
↪
e lygt

↪
i tenkina funkcijaf (x) ≡ 2.
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Dabar pradin˙eje lygtyje imkimex = 1, tada 2f (y) = f (y) + f (1/y), t. y. f (y) =
f (1/y); žinoma, tai reiškia t

↪
a pat

↪
i, k

↪
a ir f (x) = f (1/x). Dabar jau nebesunku

atspėti funkcij ↪a f (x) = x + (1/x), ji tenkina pradin
↪
e lygt

↪
i: (x + 1/x)(y + 1/y) =

xy + 1/(xy) + x/y + y/x. Nesunku atsp˙eti ir f (x) = x2 + (1/x2), taip patf (x) =
xα + (1/xα), kur α – bet kuris realusis skaiˇcius (kai α = 0, gauname funkcij

↪
a

f (x) ≡ 2).
Visos šios funkcijos tenkina punkto b) s

↪
alygas, nes visadax + (1/x) = (

√
x −

1/
√

x)2 + 2 � 2. Bet mes nežinome vis
↪
u pradinės lygties sprendini

↪
u, todėl reikia

↪
irodyti, kad jei kuri norsf (x) tenkina pradin

↪
e lygt

↪
i, tai f (x) � 2 ir f (1) = 2.

Imdamiy = x, gauname lygyb
↪
e

f 2(x) = f (x2) + 2. (3)

Pabrėšime, kad kiekvienam pradin˙es lygties sprendiniuif (x) ši lygybė teisinga su
visaisx > 0, bet jeigu (3) lygt

↪
i išspr

↪
estume ir rastume visas j

↪
a tenkinanˇciasf (x), tai

dar visiškai nereiškia, kad jos tenkins pradin
↪
e s↪alyg ↪a.

Dabar
↪
irodysime, kadf (x) � 2. Tai atlikti galima

↪
ivairiai (būdai i, ii, iii, iv).

i) Perrašykime (3) lygt
↪
i taip:

f (x) =
√

2+ f (x2). (4)

Tai reiškia, kad su visaisx teisinga (4) lygyb˙e, todėl ji teisinga ir sux2:

f (x2) =
√

2+ f (x4).

Pakeit
↪
e (4) lygybėjef (x2) gautuoju radikalu, turimef (x) = (

2+ (2+f (x4))1/2
)1/2.

T
↪
esdami gauname, kadf (x) = (

2+ (2+ · · · + (2+ f (x2n
))1/2 · · ·)1/2

)1/2, kur yran

dvejet
↪

u, o kadangif > 0, tai

f (x) >
(
2+ (

2+ · · · + (2+ 21/2)1/2 . . .
)1/2

)1/2
, (5)

kur yran dvejet↪u.

↪
Irodysime, kad pa˙em

↪
e n pakankamai didel

↪
i pastar

↪
aj

↪
i reiškin

↪
i galime padaryti kiek

norint artim
↪
a 2. Tai ir reikš, kadf (x) � 2. Nagrinėkime sek

↪
a

a1 = √
2, an = √

2+ an−1, (6)

t.y. sek
↪
a 21/2, (2 + 21/2)1/2,

(
2 + (2 + 21/2)1/2

)1/2
, . . .. Josn-tasis narys ir yra (5)

nelygybės dešin˙es pus˙es reiškinys.
Remkimės rib

↪
u teorija. Matome, kad m¯us

↪
u seka apr˙ežta,an < 2 (užtenka paskutin

↪
i

radikal
↪
a

√
2 pakeisti 2, ir gausime 2). Seka did˙eja, nesan > an−1 ⇐⇒ √

2+ an−1 >

an−1 ⇐⇒ 2+an−1 > a2
n−1 ⇐⇒ a2

n−1−an−1−2< 0 ⇐⇒ (an−1+1)(an−1−2) <

0 ⇐⇒ an−1−2< 0 ⇐⇒ an−1 < 2, o tuo jau
↪
isitikinome. Vadinasi, sekaan turi rib

↪
a.

Perėj
↪
e prie ribos (6) lygyb˙eje gaunamea = √

2+ a, a2 = 2+ a, (a + 1)(a − 2) = 0,
ir a = 2. Taigi iš tikr ↪uj ↪u su pakankamai dideliun reiškinys (5) kiek norint artimas 2,
todėl f (x) � 2.
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ii) Yra ir kitas gražus b¯udas
↪
isitikinti, kad an kiek norint artimas 2. Kadangi

a1 = √
2, tai a2 =

√
2+ √

2 =
√

2(1+ √
2/2) = √

2(1+ cos(π/4)) = 2 cos(π/8),

a3 = √
2+ 2 cos(π/8) = 2 cos(π/16), taigi an = 2 cos(π/2n+1) (indukcija!). Kadangi

π/2n+1 kiek norint artimas nuliui, tai cos(π/2n+1) kiek norint artimas viene-
tui. Griežčiau: |1 − cos(π/2n+1)| = 2 sin2(π/2n+2) < 2·(π2/22n+4) = π2/22n+3 <

16/22n+3 = 2−2n+1.
iii) Žinoma, t

↪
a pat

↪
i būd

↪
a galima taikyti funkcijaif (x) iš karto. Kadangi (4) ly-

gybė teisinga su visaisx > 0, tai f (x) >
√

2, todėl ir f (x2) >
√

2. Tadaf (x4) =√
2+ f (x2) >

√
2+ √

2 = 2 cos(π/8), f (x8) = √
2+ f (x4) >

√
2+ 2 cos(π/8)

= 2 cos(π/16), ir remiantis indukcijaf (x2n
) > 2 cos(π/2n+1), o tai reiškia, kad

f (x2n
) � 2, t.y.f (x) � 2.

iv) Pravartus ir toks, prieštaros, b¯udas. Tarkime, kad yra toks taškasx, kadf (x) <

2, t.y. 2−f (x) > 0. Tadaf (x2) = f 2(x)−2, 2−f (x2) = 4−f 2(x) = (2+f (x))(2−
f (x)). Kadangif (x) > 0, tai 2− f (x2) > (2+ 0)(2− f (x)), t.y. 2− f (x2) > 2(2−
f (x)). Todėl 2− f (x4) > 2(2− f (x2)) > 4(2− f (x)), 2− f (x8) > 2(2− f (x4)) >

8(2 − f (x)), . . ., 2− f (x2n
) > 2n(2 − f (x)). Iš čia f (x2n

) < 2 − 2n(2 − f (x)), ir
pakankamai dideliemsn dešinė pusė neigiama, o juo labiau kair˙e. Prieštara.

c) Mums reikia
↪
irodyti, kad su visaisx ir y teisinga lygybė

(
f 2(x) − 2

)(
f 2(y) − 2

) = f 2(xy) − 2+ f (x/y) − 2.

Atsižvelgus
↪
i (3), j ↪a galima perrašyti taip:f (x2)f (y2) = f (x2y2) + f (x2/y2). Bet

pastaroji lygybė akivaizdi – tai pradin˙e lygybė, tik parašyta sux2 ir y2 vietojex ir y.
Uždavinys išspr

↪
estas.

Pastabos.Iš punkto c) išplaukia, kad kiekviena funkcijaf (x) (išskyrus funkcij
↪
a

f (x) ≡ 2) generuoja be galo daug funkcij↪u. Iš tikr ↪uj ↪u, jei f (x) �≡ 2, tai yra taškasx0,
kuriamef (x0) > 2. Bet tada tame taškef 2(x0)−2> f(x0), nes(f (x0)+1)(f (x0)−
2) > 0, taigi funkcijaf 2(x)− 2 „didesnė“ užf (x) bent jau taškex0. Paėm

↪
e sprendin

↪
i

f 2(x) − 2, gausime dar „didesn
↪
i“ sprendin

↪
i, todėl sprendiniai niekada nepasikartos.

Iš karto kyla klausimas, kod˙el uždavinyje n˙era nat¯uralios d) užduoties – išspr
↪
esti

lygt
↪
i. Pasirodo, kad tai padaryti labai sunku. Uždavin

↪
i

↪
imanoma išspr

↪
esti, jeigu

funkcijai f (x) keliama papildom
↪
u s

↪
alyg

↪
u, sakysime, reikalaujama monotoniškumo,

aprėžtumo ar tolydumo kuriame nors intervale. Arba, pavyzdžiui, jeigu yra toks taškas
x0 �= 1, kuriamef (x0) = 2, tai f (x) = 2 taškuosex2

0, x4
0, x8

0, . . . ir taškuose 1/x0,

1/x2
0, 1/x4

0, 1/x8
0, . . ., taip pat taškuosex1/2

0 , x
1/4
0 , x

1/8
0 , . . . ir x

−1/2
0 , x

−1/4
0 , x

−1/8
0 , . . ..

Tai reiškia, kad jeigu s↪alygoje būt ↪u pareikalauta funkcijosf (x) monotoniškumo bent
viename iš interval

↪
u (0,1), (1,2), (2,∞), (0, a), (1 − a,1), (1,1 + a), (1/a,∞)

(0 < a < 1, pavyzdžiui,a = 0,01), tai iš karto gautume, kadf (x) = 2 visur. Betčia
išnagrinėtas tik paprastas atvejis, kai yra taškasx �= 1, kuriamef (x) = 2.

Bandykime spr
↪
esti toliau. Kadangi atsp˙etieji sprendiniai yra pavidaloxα +1/xα, tai

taikome keitin
↪
i f (x) = g(x) + 1/g(x). Gali kilti klausimas, ar visada atsiras funkcija

g(x), tenkinanti ši
↪
a lygyb

↪
e. Spr

↪
eskime lygt

↪
i g(x) atžvilgiu: g2(x) = f (x)g(x) +

1 = 0, g(x) = f (x)/2 ± √
f 2(x)/4− 1. Vadinasi, galima imti, pavyzdžiui,g(x) =
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f (x)/2 + √
f 2(x)/4− 1. Pošaknis neneigiamas, nesf (x) � 2, – ne šiaipsau tai nu-

statėme punkte b). Toliau, kadangif (1) = 2, tai g(1) = 1, o kadangif (x) � 2, tai
g(x) � 1.

↪
Istatome min˙et

↪
a keitin

↪
i

↪
i (3) lygt

↪
i: (g(x)+1/g(x))2 = g(x2)+1/g(x2)+2,

g2(x) + 1/g2(x) = g(x2) + 1/g(x2), g2(x)g(x2)
(
g2(x) − g(x2)

) = g2(x) − g(x2).

↪Irodysime, kad visuose taškuoseg2(x) = g(x2). Iš tikr ↪uj ↪u, jeigu atsirast↪u toki ↪u
tašk

↪
u, kuriuoseg2(x) − g(x2) �= 0, tai suprastin

↪
e turėtumeg2(x)g(x2) = 1. Kadangi

g(x) � 1, tai pastaroji lygyb˙e reiškia, kadg2(x) = 1, g(x2) = 1, t.y.g2(x) = g(x2), –
prieštara.

Remiantis indukcija, nesunku
↪
irodyti (žr. [1], psl. 57, 256–258, arba [2], psl. 9–

11), kad lygybėg(xα) = gα(x) teisinga su visais nat¯uraliaisiaisα, taip pat ir su visais
racionaliaisiaisα. Todėl jeigu uždavinio s↪alygoje pareikalausime, kad funkcijaf (x),
tenkinanti pradin

↪
e lygt

↪
i, būt

↪
u tolydi, tai aišku, kad pastaroji lygyb˙e teisinga su vi-

sais realiaisiaisα. Tadag(x) = g(10lgx) = g lgx(10) = 10lgglg x(10) = 10lgx· lgg(10) =
(10lgx)lg g(10) = x lgg(10) = xα, kur pažymėjome lgg(10) = α. Vadinasi, f (x) =
g(x) + 1/g(x) = xα + 1/xα, kur α – bet kuris realusis skaiˇcius.

2005 m. Lietuvos olimpiados užduotys apžvelgtos straipsnyje [3], 2006 m. užduotys
– straipsnyje [4].
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SUMMARY

J. Mačys. Problems of Lithuanian mathematical olympiad’07

The problems of the Lithuanian school olympiad-2007 are presented and solutions are given.
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