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56-0ji Lietuvos moksleivi matematikos olimpiadésyko Vilniuje 2007 m. ba-
landZio 3 d. Apzvelgsime olimpiados uzdavinius.

IX—X klases

1. Vienetinio kvadrato vindnése tupi 4 blusos. Kiekviergjimu viena blusa gali
perSokti per bet kug kita. BlusaA, perSokusi per blus B, nusileidZia toje peioje
tiesje AB, 0 atstumas tarpy lieka toks pat. Ar gali jos taip Sokénflamos po baigtinio
ejimu skatiaus atsidurti

a) kvadrato2 x 2 virSunése

b) kurio nors nevienetinio kvadrato vireése

Atsakymasa) Negali; b) negali.

SprendimasAisku, kad jei blusos i$ kvadratost 1 gali suSokieti | kvadrata x
a, tai jos gali susokiefi ir atgal. Akivaizdu, kad blusos gali patekti tikgardeEs,
sudarytos i$ kvadratl x 1, mazgus, o kadangi maZiausias atstumas tarp ungggs
1, tai mazgai negali sudaryti kvadrato su kraStine 1. Analogiskai, sudarius garael
iS kvadrati a x a, a > 1, maZiausias atstumas tarp jos mabgs lygus:, taigi mazgai
negali sudaryti vienetinio kvadrato.

2. Seka(a,) su visais nairaliaisiais n tenkina slyga n%a, = a1 +as + - - - +ay.
Duota, kada1 = 1002 Raskitenogos

Atsakymas2004/(2006 2007 (= 334/(1003 669)).

Sprendimas. Pirmasuafas.Kadangi slyga tenkinama su visais tai nesunku ap-
skakiuoti kele pirmuju sekos nati. Kain = 2, gauname 2i» = ay + ay, 3a2 = az,
ap» = ay/3 (reikSmeés a; = 1002 galima ir ngstatiréti). Kai n = 3, tai %3 = a1 +
ap + az, 8az = a1+ a1/3, a3 = a1/6. Kai n = 4, tai 16y = a1 + ap + az + ag,
1544 = a1+ a1/3+ a1/6, 9ug = 6a1 + 2a1 + a1, as = a1/10. PanaSiai randanag =
a1/15, ag = a1/21. Pastebime, kagh = 2a1/(2-3), az = 2a1/(3-4), as = 2a1/(4-5),
as = 2a1/(5-6).

Spéjame, kad teisinga formella;, = 2a1/(k(k + 1)). lrodysime f indukcijos
metodu. Keletuik reikSmuy ji jau irodyta. Liekajrodyti, kad tarus, jog ji teisinga su
k=2,3,4,...,n—1,]iteisinga ir stk = n. IS tikruju,

nzan=a1+a2+~ . ~—I—an,l—i—an=2a1(1/(1~2)+1/(2~3)—|—~ o4 1/((n—1)n)) +a,.
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Bet suma skliaustuose lygi
2-1)/1D+@B-2)/23)+ -+ n—m—1)((n—Ln)
=(1-1/2+1/2-1/3)+---+1/(n—-1)—-1/n)=1—-1/n=(n—1)/n,

todel (n? — Da, = 2a1(n — 1)/n, ir a, = 2a1/(n(n + 1)).

Taigi Si formuk irodyta visiems:. |stae a; = 1002 irn = 2006, randamesgos=
2004/(20062007) = 334/(1003669).

Antras hidas.I$ lygybés n2a, = a1 +a» + - -+ + a,_1 + a, atme lygybe (n —
D2a, 1=ar+az+ -+ a,_1, gaunamezzan —(n—1%a,_1=a,, n?—1a, =
(n — D2ay_1, (n + Day = (n — Dan_1, an = (n — Day,_1/(n + 1).

Si lygybe teisinga su visaiga. ParaSomeg su visais indeksais iki: a> = a;/3,
az = 2az/4, ag = 3a3/5, as = 4aq/6, ...,a,_2 = (n — Ja,_3/(n — 1), a,_1 = (n —
2a,_2/n,a, = — Da,_1/(n + 1), ir visas jas sudauginame:

a2a3a4as . . . G, 10y
=123...-(n—2)(n — Daiazaszas...ay_3a,—2a,_-1/(34-...-(n — n(n + 1)).

Suprastinammn =1.2.a1/(n(n + 1)). Liko istatytias ir n reikSmes.
Zinoma, galima apsieiti ir be trupmenr- lygybe (n + 1)a,, = (n — D)a,,_1 paradyti
ir su visais mazesniais indeksais, o gauyaybes sudauginti.

3. Turime lygt

X7 T A7 107107 10,7 g 1)
a) Nurodykite bent 4 lygties sprendinius;
b) raskite visus tokius sprendinigs, y,z), kadO<x <1,0<y<1,0<z< L

Atsakymasa) Pavyzdziui(1/ ¥/1309442/ 1/1309440), (1, —1,0) ir ju ciklines
perstatos, taip pat b) punkto sprendiniai{b)0, 0), (1, 1, 0) ir ju perstatos — iS viso 6
sprendiniai.

Sprendimasa) Kadangi kintamju ,daug”, galime imtiy = 0, z = 0. Gauname lygt
x1"=1, i§ josx = 1. Taigi vienas sprendinyd, 0, 0), bet aiskis dar du sprendiniai:
(0,1,0)ir (0,0, 1). leSkokime daugiau sprendinimkimez = 0. Tada (1) lygtis virsta
x4 y17— x10y7 = 1, ir paprasiausia imti, pavyzdZiuiy = 1. Tadax!’/ — x10=0,
x19(x7 — 1) =0, x =0 arbax = 1. Pirma reik3ra'duoda jau twefa sprendipo x = 1
duoda sprendin(1, 1, 0), ir aiSkus dar du sprendinia, 1, 1) ir (1,0, 1). Jau turime 6
sprendinius.

Nereikia manyti, kad sunku rasti kitakisprendini. Vel imkime z = 0. Jei im-
sime y = x, tai naujj sprendini negausime. Bet galima imti, pavyzdZiyi,= 2x.
Tadax? + 217517 — 27x17 = 1 x17(217 — 27 + 1) = 1, x = 1/ V130944, ir gau-
name sprendin(l/ ¥/1309442/ 1/1309440) ir du kitus. Imdamiy = —x, gauname
x =1, ir turime sprendin(1, —1, 0). Sudttingiau, jei imame; =0, y = —1. Tada
x4 x10=2 x0nx7 4+ 1) = 2. Siai lygiai tinka x = 1, ir nesunkuirodyti, kad
daugiau sprendigi néra: kaix > 1, tai kaie pu€ didese uz 2; kai—1 < x < 1,
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kairé mazesa'uz 2; pagaliau, kat < —1, tai kaie pu€ neigiama. Taigi & gavome
sprendin (1, —1, 0).

b) Zinoma, punkto a) buvo galima ir neggti, o i5 karto pereiti prie punkto b).
Beje, jau Zinome 6 sprendinius, tenkiars punkto b) alygas.

Daznai padaroma tokia nedovanotina klaida: pasakoma, ke lygtis simetrire
(t.y. kad sukei bet kuriuos du kintamuosius, gausingepeia lygt). Tai ne taip:
pavyzdZiui, sux = 1/2, y = 1/4, z = 0 lygties (1) kaie pug lygi 1/217 + 1/234 —
1/2°% 0 sux =1/4, y = 1/2, z = 0 lygi 1/2%% 4+ 1/21 — 1/227. Todel teiginys
.Kadangi lygtis simetrie, taix galime laikyti didZiausiu“ nepaggtas, o sprendimas
klaidingas.

Bet (1) lygtis yra ciklire. Tai reiSkia, kad ik& pakeitus ygreku (trumpiaw: — y),
ygrelka — zetu, o zet — iksu, lygtis nepasikeis. Galima ir dar kapgastumti kintamuo-
sius:y — z, z — x, x — y, ir vel (1) lygtis nepakis, tik bus pakeista— z, y — x,

z — y (ta pat gautume pasukkintamuosius pries laikrodZio rodykVienu Zingsniu).
Vadinasi, jeigu(a, b, ¢) yra (1) lygties sprendinys, tai sprendiniai yra(hr, ¢, a) bei
(c,a,b). Todkl ir ciklines lygties atveju galima laikyti, kad didZiausias (prieSingu
atveju pakeistume kintamuosius taip, kad didZiausiugtapt Tada arbay < z, arba
y =z, irturime 2 atvejus: 1x >z > y ir 2) x > y > z (nieko blogo, kad atvejis = 7
nagrirejamas abu kartus).

PerraSykime lydttaip:

0GT —y N 43007 — 2y + 20 —xT) =1, )

1) atveju (2) lygties pirmi skliaustai neneigiami, o antri ir treti — neteigiamigtod
kairé pug < x0x’ — y’) < x’ — y’ < 1, ir paskutie nelygyke gali virsti lygybe
tik kai x = 1, y = 0. Su Sitomis reik$mrmis (2) lygtis virsta 1 z10(z" — 1) =1, t.y.
719(z7 — 1) = 0. Taigiz = 0 arbaz = 1, ir gauname jau tetus sprendiniuél, 0, 0) ir
(1,0, 1) beiju perstatas (8isprendini atveju ciklires perstatos duoda visas perstatas).
2) atveju lygties (2) kag pug < x10(x" — y") + y007 =) <" =y + (' -
2y =x" — 7z’ <1, ir lygybeé pasiekiama tik kak = 1, z = 0. Situacija analogiska
turétajai, ir naujl sprendini nebegauname. Lygtis iSgsta.
l[domu pastebti, kad punkto a) atsakyme nurodysprendini (1, —1,0) ir
(1/ V/1309442/ V/1309440) tik ciklines perstatos yra sprendiniai (pavyzdZiui,
(=1, 1,0) néra sprendinys, nes kaipu€ tada lygi—1). Taip pat aiSku, kad turiuii
2/ \/130944> 1, — jukirodeme, kad kai, y, z € [0, 1], tai sprendini daugiau era
(isitikinti, kad ¥/130944< 2, nesunku ir tiesiogiai, nest?> 130944).

4. Duotas statusis trikampig BC, kurio statiniaiBC = a, AC = b. TaSkasD yra
aukstires, nuleistos i stadjo kampo viréinesC | iZzambire A B, pagrindas. Statinyje
BC paimtas toks taskag, kad CE = %BD, 0 atkarpojeAE — toks taSkad, kad
EF = CE. Raskite atkarpod F ilgi.

AtsakymasA F = b?/v/a? + b2.

SprendimasPazynekime BD = p. TadaCE = EF = p/2. Kadangia® = pc,
tai p = a®/c, CE = EF = a?/(2c). Pagal Pitagoro teorem? = a? + b%, AE? =
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A D B
1 pav. Uzdavinys IX-X.3.

AC? + CE? = b? + a*/(4c?) = (4b%c® + a*)/(4c?). Bet 4°c? + a* = 4b%(a? +
b?) + a®* = a® + 4a%b? + 4b® = (a? + 2b%)?, todel AE? = (a® + 2b%)?/(4c?), ir
AE = (a®42b%)/(2c). TORIAF = AE — EF = (a%+2b%)/(2¢) —a?/(2c) = b?/c =
b2/ a2+ b2.

Zinoma,p buvo galima apskailioti ir remiantis Pitagoro teorema. 13 pidbrmuliy
CD-c=ab,CD =ab/c, 0kl p?> = CB?>—CD? =a?—a?b?/c?® = a?(c*>—b?)/c? =
a*/c?,ir p=d?/c.

XI-XIl klas es

1. a) k yra sveikasis skails. [rodykite, kad skaiiy (2k + 1) — (2k — 1)2 galima
iSreiksti triju sveikiju skatiu kvadrat) suma.

b) n yra natiralusis skaiius. lrodykite, kad skaiiy (2n + 1)2 — 2 galima iSreikti
suma3n — 1 démeny, kuriy kiekvienas yra didesnio uz vieaetatraliojo skai-
Ciaus kvadratas.

Sprendimasa) Duogiji reiSkini nesunku suprastinti netgi nesiremiant kufor-
mulémis — uZtenka sudaugirk + 1) ir (2k + 1). Arba taip:(2k +1)° — (2k — 1) =
(2k+1)° — 2k + 1?2k — D)+ 2k + 1?2k —1) — 2k — 1) = 2k + 1) (2%k + 1 —
2k + 1) + (2k — 1)((2k + 1)? — (2k — 1)) = 2(2k + 1)> + (2k — 1)-2-4k = 24k* + 2.
Dabar aisku, kad 2 reikiadarbinti* kaip du vienetus sumos ir skirtumo kvadratuose.
Bet (k +1)2 + (k — 1)2 = 2k2 + 2, ir likty 22k2. O $tai vietojk imant % iSeina gerai:
24k% 4+ 2 = (2k + 1)° + (2k — 1) + (4k)2.

b) Galima sugudrauti ir remtis punktu a):

2n+1)° - 2=[(2n+1D)3~ 2n-1)3]| +[(2n -1~ (2n—3)*] + - -+ [5°- ¥+ 33-2.

Kiekvienus is(n — 1) lauztiniu skliaust) galima iSreiksti trijj kvadrati suma — tuesime
3n — 3 démenis, 0 3 — 2= 25= 32 + 42 taigi démen bus 3 — 1.

2. Baltame kvadrate7 x 7, padalytamei vienetinius kvadratlius, uZtuSuoti
29 kvadragliai. lrodykite, kad visada galima rasti ,kampak sudaryt i$ triju uz-
tuSuot) langeliy.

SprendimasPadalykime kvadrat simetriSkai kvadratgstrizainés atzvilgiu, kaip
parodyta 2 pav.i devynis kvadratus % 2, dvi ,raides L" i$ 4 langeli ir ,kampa"“
i$ 5 langeluy. Kad kvadrate % 2 neluty uztuSuoto kampuko, daugiausiai galima uz-
tuSuoti 2 langelius. Ra@jé L galima uZtuSuoti tik 3 langelius, o kampe — tik 4. Taigi
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X

2 pav. Uzdavinys XI-XII.2. 3 pav. Uzdavinys XI-XII.2. 4 pav. Uzdavinys XI-XII.2.
Devyni kvadratai 2. UZtuSuoti 28 langeliai. DeSimt kvadraj 2 x 2.

i$ viso galima uZtuSuoti daugiausial9+ 2-3+ 1.4 = 28 kvadratlius, o uZtuSavus 29
— butinai atsiras uztuSuotas kampukas.

Beje, uztuSavus 28 langelius, uztuSuoto kampuko gali iutiebpavyzdziui, gali-
ma iStisai uZtusuoti pirn tregia, penka ir septina eilutes (Zr. 3 pav.). Kitaip sakant,
salygoje 29 yra maziausias skais langeli, kuriuos uztuSay hutinai rasime uz-
tuSuog ,kampula“.

Ta pat irodyma galima atlikti prieStaros metodu, o ir kvadragalima skaidyti ki-
taip. PavyzdZiui, imkime 6 ,virSutinius* kvadratus i$§ 2 pav. bei simetriSkai ir kitos
istrizairés atzvilgiu tokius pat 6 ,apatinius” kvadratus (taigi dabar kvadrato skaidinys
simetriSkas abigjistrizainiy atzvilgiu). Matome, kad 3 langeliai uzdengti dukart, va-
dinasi, tie 12 kvadrat 2 x 2 uzdengia 12 — 3 = 45 langelius, o neuzdengti licka 4
langeliai (jie pazyreti kryZeliais). Tarkime, kad uZtuSuoti 29 langeliai, 0 uZtuSuoto
.kampuko“ réra. Kadangi kvadratai nedengia tik 4 langeliai jie dengia maziau-
siai 25 uzZtuSuotus langelius. Bet kvadrgra 12, to@l pagal Dirich€ (P.G. Lejeune-
Dirichlet) principa yra kvadratas, turintis ne maziau kaip 3 uztuSuotus langelius. Bet
tai reiSkia, kad jis turi ir uztuSuat,kampula“. PrieStara.

3. Dvi gretimos kvadrato vindnés yra apskritime, kurio spindulys lygus 1. Di-
dZiausa atstuna, kuriuo kvadrato viriné gali buati nutolusi nuo apskritimo centro,
pazynekimeM.

a) lrodykite, kadv/5 < M < /7.

b) RaskiteM.

Atsakymasb) 1+ +/2.

SprendimasPrie stygosA B (Zr. 5 pav.) pribeZiame kvadratud BC D (i kita pug
nuo stygos nei apskritimo centras) ir ABMN (i centro pug). Nuleiskime statmén
OEF istyga AB (ir kraStine C D). Pazynekime AE = EB =x, ZEOB = «. Pagal
Pitagoro teore@OE =~ OB2 — EB2=+/1—x2,0D?=(EF + OE)>+ FD? =
(2x + V1 —x2)2 4+ x2 =4x2 4+ 4x/1— x2+ 1. AnalogiskaiON2 = (EG — OE)? +
GN? = (2x — V1 —x2)2 4+ x?, todel ON < O D. Musy uzdavinys — rasti didZiausi
atstumo nuo centro iki kvadrato virgines reik3ne, taigi galime ieskot0 D? didZiau-
sios reikSmes. PaZzyrakime

f) =4+ 4vV1-x24+1 (O<x<1)
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5 pav. UZdavinys XI-XII.3.

ir raskime $ios funkcijos didZiausreiksng M2.

Jau i$ karto matome, kad kai= 1, tai f(x) =5, o kaix # 1, tai f(x) =
4x° 421 — (1 —2x2)241< 4x%+2+1 < 442+1=7. Vadinasi, 5 M? < 7. Im-
dami, pavyzdZiuix = 0,8, turime £ (0,8) = 4-0,82 + 4.0,8,/1 — 0,82 + 1 =4.0,64+
3,2.0,64+1=256+1,92+1=5,48, taigiM? >5,48> 5, ir a) klausimo nelygy®’
irodyta,/5 < M < /7.

ISvestire f/(x) = 8x + 2(x% — xHY2(2x — 4x%) lygi nulivi, kai 2 +
(x?2 —xH V21 -2 =0, 4x% —xH = (1 — 2x9)?, &4 — 8x2 4+ 1=0, 16¢* —
16x2+2=0,(4x2—2)2=2, &2 —2=42,x2= 2£/2) /4, x =2+ /2/2. 15
lygties 8c* — 8x2+ 1 = 0 matome, kad su Sitomis krigmiisx reikSnemisx? — x* =
1/8, okl f(x) =4x2+ 432 —x3+1=2+V2+4/1/8+1=3+V2+2,ir
iS Siy dvieju reikSmiy didesr reikSne yra f (x) = 3+ 22 sux=v2+ ~/§/2.

Vadinasi, didZiausia ieSkomojo atstumo reik&maM = /3 + 2v/2 =/ (14 +/2)?
=1++2.

Kitas budas.Galima apsieiti ir be iSvestini KadangiE B = sina, O E = cosu, tai
0 D? = (cosa + 2 sina)2+ sif e = 1+ 4 sina cosa + 4 sifa = 1+ 2sin v+ 2(1—
cos ) = 3+ 2(sin2x — cos ) = 3+ 2/2(sin2x sin4% — cos 2xcos43) = 3 —
24/2 coq42u +45°). DidZiausa Sio reiskinio reikém gausime, kai kosinusas lygud,
ty. kai 2¢x +45° =180, « = 67°30, ir ta reikSne lygi 3+ 2+/2. Vadinasi, didziausia
atstumoO D reik§me yraM = 1+ +/2. Zinoma, akivaizdi ir nelygydy/5 < 1+ /2 <
V7, Nes5< 3+ 22 <7 & 1<+/2<2.

4. Funkcija f (x) apibrézta teigiamiesiems skddims,igyja teigianasias reikSmes
ir su visais teigiamaisias ir y tenkina lygyle f(x) f(y) = f(xy) + f(x/y).

a) Nurodykite bent tris tokias funkcijas.

b) lrodykite, kadf (x) > 2, f(1) =2.

c) lrodykite, kad jeif (x) tenkina slyga, tai ja tenkina ir funkcijaf?(x) — 2.

Atsakymasa) PavyzdZiuif(x) =2, f(x) =x+1/x, f(x) = /x+1//x, f(x) =
x34+1/x3.

Sprendimasa), b) Pemex = y = 1, turime f(1)- (1) = f (1) + f(D), ty. f3(1) =
21 (1), o kadangif visada teigiama, tai padaijiS /(1) gaunamef (1) = 2. Matome,
kad pradire lygt tenkina funkcijaf (x) = 2.
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Dabar pradieje lygtyje imkimex =1, tada ' (y) = f(y) + f(1/y), L. Y. f(y) =
f(@/y); Zinoma, tai reiSkiad pat, ka ir f(x) = f(1/x). Dabar jau nebesunku
atspeti funkcija f(x) = x + (1/x), ji tenkina pradie lygti: (x + 1/x)(y +1/y) =
xy 4+ 1/(xy) + x/y + y/x. Nesunku atsgti ir f(x) = x? + (1/x?), taip patf(x) =
x% + (1/x%), kur a — bet Kkuris realusis skeilis (kai @ = 0, gauname funkdi
fx)=2).

Visos Sios funkcijos tenkina punkto balggas, nes visada + (1/x) = (J/x —
1/./x)? + 2 > 2. Bet mes neZinome wispradires lygties sprendini tocl reikia
irodyti, kad jei kuri norsf (x) tenkina pradie lygt, tai f(x) >2ir f(1) = 2.

Imdamiy = x, gauname lygyb

i) =fx®+2 3)

Pabesime, kad kiekvienam pradin’lygties sprendiniuf (x) Si lygybé teisinga su
visaisx > 0, bet jeigu (3) lygtiSsprestume ir rastume visaa fenkinagias f (x), tai
dar visiSkai nereiskia, kad jos tenkins pragimlyga.

Dabarirodysime, kadf (x) > 2. Tai atlikti galimaijvairiai (budai i, ii, i, iv).

i) PerraSykime (3) lygttaip:

f) =42+ f(x?). 4

Tai reiskia, kad su visais teisinga (4) lygyle, tod! ji teisinga ir sux?:

feh =24 f(x%.

Pakei (4) lygykeje f (x?) gautuoju radikalu, turime (x) = (2+ 2+ f(x4))1/2)1/2.

Tesdami gauname, katix) = (2+ (2+--- + (2+f(x2n))l/2...)1/2)1/2, ryran
dvejey, o kadangif > 0, tai
1/2
fx) > (2+(2_|-...+(2+21/2)1/2.”)1/2> , 5)

kur yran dvejety.
l[rodysime, kad parme n pakankamai didebastasji reiskini galime padaryti kiek
norint artima 2. Tai ir reiks, kadf (x) > 2. Nagrirekime sek

al = ‘/Z dp :\/2+an71, (6)

ty. sela 22, 2+ 2Y3)%2 (2+ 2+ 21/2)1/2)1/2, .... Josn-tasis narys ir yra (5)
nelygykes desies puss reiskinys.

Remkines riky teorija. Matome, kad oy seka apgZzta,a, < 2 (uztenka paskutin
radikah /2 pakeisti 2, ir gausime 2). Seka djd, nesi, > a,_1 <= /2+a,_1 >
ap_1 &= 2+a,_1> a%fl — asfl—an,l—Z <0 <<= (a-1+1D(a,-1—2) <
0 < a,_1—2<0 < a,_1 < 2,0tuo jausitikinome. Vadinasi, seka, turi riba.
Pegje prie ribos (6) lygykje gauname = 2 +a, a®>=2+a, (a + 1)(a — 2) =0,
ir a = 2. Taigi i$ tikmju su pakankamai didelia reiskinys (5) kiek norint artimas 2,
todél f(x) > 2.
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ii) Yra ir kitas grazus hdasisitikinti, kad a, kiek norint artimas 2. Kadangi

a1 = /2, tai ap = V242 = /21 + v2/2) = V21 + cogx/4)) = 2cosn/8),
az = /2 + 2c0s7/8) = 2 cosn/16), taigi a, = 2 cogr /2" 1) (indukcijal). Kadangi
/2"t kiek norint artimas nuliui, tai cag/2*t1) kiek norint artimas viene-
tui. GrieZiau: |1 — cogw/2"t1)| = 2sirf(/2"2) < 2.(72/22+4) = 22213
16/22n+3 2- 2n+l

i) Zinoma, ta pat buda galima taikyti funkcijai f (x) i5 karto. Kadangi (4) ly-
gybe teisinga su visais > 0, tai f(x) > +/2, todl ir f(x?) > /2. Tadaf(x% =

V24 f(x3) > V2+ /2 = 2cog7/8), f(x8) =2+ f(x%) > 2+ 2cog7/8)
= 2cogn/16), ir remiantis indukcijaf(x2") > 2cogr/2"t1), o tai reiskia, kad
fG&) =2ty f(x) =2

iv) Pravartus ir toks, prieStarosiytas. Tarkime, kad yra toks taSkaskad f(x) <
2,ty. 2— f(x) > 0. Tadaf (x?) = f2(x)—2,2— f(x2) =4— f2(x) = 2+ f(x))(2—
f(x)). Kadangif (x) > 0, tai 2— f(x?) > (24+0)(2— f(x)), ty. 2— f(x?) > 22—
f(). Todel 2— f(xh > 22— f(x?) > 42— f(x)), 2= f(x8) > 22— f(x*H) >
82— f(x), ... 2— f(x?) > 22— f(x)). 18¢Cia f(xZ") <2—2"2— f(x)),ir
pakankamai dideliems deSireé pu® neigiama, o juo labiau kar PrieStara.

¢) Mums reikiairodyti, kad su visaix ir y teisinga lygyle

(f20) = 2)(f2(y) —2) = f2(xy) — 2+ f(x/y) —

Atsizvelgusi (3), ja galima perradyti taipy (x2) f (y?) = f(x%y?) + f(x?/y?). Bet
pastaroji lygyle akivaizdi — tai pradialygybe, tik paradyta su? ir y2 vietojex ir y.
UZdavinys iSspgstas.

PastabosIS punkto c) iSplaukia, kad kiekviena funkcija(x) (iSskyrus funkcig
f(x) =2) generuoja be galo daug funkgijls tikryju, jei f(x) # 2, tai yra taSkasy,
kuriame f (xo) > 2. Bet tada tame tadkg?(xg) —2 > f (x0), nes(f (xo) + 1) (f (xo) —

2) > 0, taigi funkcijaf2(x) — 2 ,didesre“ uz f (x) bent jau taskeo. Pa&me sprendin
f2(x) — 2, gausime dar ,dideghsprendiri, todél sprendiniai niekada nepasikartos.

IS karto kyla klausimas, kad uzdavinyje era natiralios d) uzduoties — iSspsti
lygti. Pasirodo, kad tai padaryti labai sunku. UZdavimanoma iSspesti, jeigu
funkcijai f(x) keliama papildom salygu, sakysime, reikalaujama monotoniskumo,
apreztumo ar tolydumo kuriame nors intervale. Arba, pavyzdZiui, jeigu yra toks taSkas

xo # 1, kuriame f (xg) = 2, tai f(x) =2 taékuosec xg xg ... ir taSkuose 1xo,

1/x0,1/x0,1/x0,.. taip pattaskuosgé/z, 3/4, 3/8 Sir xg 172 . Xg -4 51/8,...

Tai reiSkia, kad jeiguaygoje luty pareikalauta funkcuo;‘(x) monotoniSkumo bent
viename i$ interval (0,1), (1, 2), (2,00), (0,a), 1 —a,1), 1,1+ a), (1/a,oc0)
(0 <a < 1, pavyzdziuia = 0,01), tai iS karto gautume, kafl(x) = 2 visur. Betcia
iSnagriretas tik paprastas atvejis, kai yra taSkas 1, kuriamef (x) = 2.

Bandykime spesti toliau. Kadangi atgtieji sprendiniai yra pavidale® 4+ 1/x%, tai
taikome keitin f(x) = g(x) + 1/g(x). Gali Kilti klausimas, ar visada atsiras funkcija
g(x), tenkinanti & lygybe. Speskime lygt g(x) at?vilgiu: g%(x) = f(x)g(x) +
1=0, gx) = f(x)/2+ / f2(x)/4 — 1. Vadinasi, galima imti, pavyzdZiug(x) =
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f(x)/24+/ f2(x)/4 — 1. PoSaknis neneigiamas, ngéx) > 2, — ne Siaipsau tai nu-
staéme punkte b). Toliau, kadangi(1l) = 2, tai g(1) = 1, o kadangif (x) > 2, tai
g(x) > 1.|statome mieta keitiri i (3) lygti: (g(x) +1/g(x))? = g(x?) +1/g(x?) +2,
82(x) +1/g%(x) = g(x®) + 1/g(x?), g2(x)g(xD)(g2(x) — g(x?)) = g2(x) — g(x?).

lrodysime, kad visuose taskuogé(x) = g(x?). 1 tikruju, jeigu atsirast tokiu
tasky, kuriuoseg?(x) — g(x?) # 0, tai suprastia turetumeg?(x)g (x2) = 1. Kadangi
g(x) > 1, tai pastaroji lygyb reiskia, ka?(x) =1, g(x?) =1, t.y. g%(x) = g(x?), —
priesStara.

Remiantis indukcija, nesunkipodyti (Zr. [1], psl. 57, 256—-258, arba [2], psl. 9-
11), kad lygyle g (x%) = g%(x) teisinga su visais nataliaisiaise, taip pat ir su visais
racionaliaisiaisx. Todél jeigu uZzdavinio alygoje pareikalausime, kad funkcij&x),
tenkinanti pradie lygt, buty tolydi, tai aiSku, kad pastaroji lyggbteisinga su vi-
sais realiaisiais:. Tadag(x) = g(109%) = ¢9%(10) = 1098°* 10 — 1¢9+-19¢10) _
(109119840 — x19510) — yo kyr pazynejome lgg(10) = «. Vadinasi, f(x) =
gx)+1/g(x) =x*+ 1/x%, kur @ — bet kuris realusis skeills.

2005 m. Lietuvos olimpiados uzduotys apZzvelgtos straipsnyje [3], 2006 m. uZzduotys
— straipsnyje [4].
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SUMMARY

J. Macys. Problems of Lithuanian mathematical olympiad’ 07
The problems of the Lithuanian school olympia@07 are presented and solutions are given.
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