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Reziumė. Darbe siūlomas maksimino principas investiciniams portfeliams parinkti. Portfelio kompo-
nentės surandamos sprendžiant tiesinio programavimo uždavin

↪
i viename modelyje ir netiesinio progra-

mavimo uždavin↪i kitame, ↪ivedus rizikos vertinimo koeficientus. Eksperimentin˙eje dalyje ši↪u modeli↪u pa-
galba gauti neefektyv¯us portfeliai testuojami remiantis Pabaltijo akcij↪u biržos statistiniais duomenimis.

↪Ivairioms rizikos koeficient↪ureikšmėms pasi¯ulyt ↪uj ↪u portfeli ↪u realizacijos lyginamos su efektyvi↪uj ↪u(Pareto
optimali ↪u) portfeli ↪u realizacijomis.

Raktiniai žodžiai:investicinis portfelis, tiesinis programavimas, netiesinis programavimas, matricinis loši-
mas.

↪
Ivadas

Rizikingumas ir laukiama gr
↪
aža yra svarbiausi faktoriai pasirenkant investicinio port-

felio komponentes. Žinomame Markowitz portfelio optimizavimo modelyje [1] rizikai
apibrėžti naudojama dispersija. Maksimizuojant laukiam

↪
a vidutin

↪
e portfelio gr

↪
až

↪
a,

dispersija fiksuojama, arba minimizuojant dispersij↪a fiksuojama vidutin˙e gr↪aža. Tokiu
būdu sprendžiant NTP uždavinius gaunami efektyv¯us (Pareto optimal¯us) portfeliai.
Netiesinio programavimo uždavini

↪
u sprendimas yra susij

↪
es su sunkumais, kai neži-

nom
↪
uj

↪
u (portfelio komponenˇci

↪
u) skaičius yra didelis. Skirting

↪
u autori

↪
u yra siūlomi

↪
ivairūs tiesiniai rizikos matavimo metodai.

Rizika matuojama naudojant absoliut
↪
uj

↪
i nuokryp

↪
i Papahristodoulou ir Dotzauer [2]

aprašytuose tiesiniuose modeliuose optimaliam portfeliui gauti
Naudojant parametrinio tiesinio programavimo modelius, straipsnyje [4] na-

grinėjamas optimalios investavimo strategijos, garantuojanˇcios tam tikr↪a vidutin
↪
i

peln
↪
a, stabilumas bei dinamika kintant pelno koeficientams bei investuojam

↪
u lėš

↪
u

kiekiui. Stochastinio modelio pagalba, kai žinomas atsitiktini
↪

u pelno koeficient
↪
u pa-

siskirstymo dėsnis ir parametrai, surandamas investavimo planas su duotu pasikliovi-
mo lygmeniu maksimizuojantis apatin

↪
e pelno rib↪a. Kitas stochastinio programavimo

uždavinys naudojamas ieškant investavimo strategijos, kuri maksimizuot
↪
u tikimyb

↪
e,

jog apatinė pelno riba bus nemažesn˙e už fiksuot
↪
a dyd

↪
i

Optimalios investavimo strategijos suradimo problema straipsnyje [3] taip pat mo-
deliuojama naudojant matricin

↪
i lošim ↪a ir parametrin

↪
i programavim↪a.

Modelio pasirinkimas priklauso nuo to, kokios daromos prielaidos apie žinomus
arba dalinai žinomus uždavinio parametrus. Paprastai vidutinis laukiamas pelnas n˙era
tiksliai žinomas, nes priklauso nuo rinkos b¯usenos ateityje, o galim

↪
u rinkos būsen

↪
u
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tikimybės taip pat n˙era žinomos. Esant tokio tipo neapibr˙ežtumui problemos mate-
matiniu modeliu gali b¯uti matricinis „lošimas su gamta“, kartais vadinamas statistiniu
lošimu.

Rinkos būsenas galima
↪
ivardinti

↪
ivairiai: geriausia, blogiausia, vidutin˙e ar kitokia

pagal pra˙ejusi
↪
u laikotarpi

↪
u stebėjimus. Mūs

↪
u darbe pasi¯ulytieji portfeliai buvo kon-

struojami remiantis pusmeˇcio statistiniais duomenims apie akcij
↪

u kainas, o rinkos
būsenomis pasirinktos tiesiog šešios skirtingos atitinkamo pusmeˇcio mėnesi

↪
u situaci-

jos.
Gauto matricinio lošimo elementai, iš tikr

↪
uj

↪
u, jei kalbame apie b¯usimas atsitik-

tini
↪

u portfelio gr
↪
až

↪
u realizacijas, yra atsitiktiniai dydžiai, kuri

↪
u skaitini

↪
u charakteris-

tik ↪u (vidurkio ir vidutinio kvadratinio nuokrypio) taškinius
↪
iverčius turime. Rizikos

vertinimas
↪
i sumodeliuot

↪
a matricin

↪
i lošim

↪
a gali būti

↪
ivedamas

↪
ivairiai. Kada matri-

cos elementus formuojame iš vidurkio atimdami vidutin
↪
i kvadratin

↪
i nuokryp

↪
i (padau-

gint
↪
a iš rizikos svorio koeficiento), modeliuojami neefektyv¯us portfeliai, kurie gau-

nami sprendžiant TP uždavin
↪
i, surandant

↪
i optimali

↪
a mišri

↪
a strategij

↪
a sukonstruotam

matriciniam lošimui.
Kitu atveju matricos elementai yra tiesiog kiekvienos firmos kiekvieno m˙enesio

pelno norm
↪
u vidurkiai, o iš kiekvienos maksimino strategijos ieškanˇcio TP uždavinio

tiesinės nelygyb˙es kairės pus˙es atimamas atitinkamo m˙enesio portfelio gr
↪
ažos viduti-

nis kvadratinis nuokrypis (padaugintas iš rizikos svorio koeficiento). Tada uždavinys
tampa netiesiniu, o jo sprendiniai – v˙el neefektyvaus investicinio portfelio kompo-
nentės nesutampa su tiesinio uždavinio sprendiniais tam paˇciam rizikos vertinimui
(svorio koeficientui). Kad testuodami portfelius gal˙etume lyginti su efektyviaisiais,
šiems iš efektyvi

↪
uj

↪
u portfeli

↪
u aibės pasirinkti naudojome tuos paˇcius rizikos svorio

koeficientus.

Matematiniai modeliai

Tegulcij yra j -osios firmos akcij
↪

u kainai-
↪
aj

↪
a dien

↪
a.

Pelno normas skaiˇciuosime pagal formul
↪
eaij = (

cij

ci−kj
−1)100%. Eksperimentin˙eje

dalyjek = 1.
Pasirinktam portfeliuiP = (x1, x2, . . . , xn) sumasai = ∑n

j=1aij xjvadinsime port-
felio P gr

↪
ažos reikšm˙emis (čiaaij yra pelno normosm dien

↪
u laikotarpio, kurio duome-

nis naudojame konstruodami portfel
↪
i). Šio portfelio gr

↪
ažos realizacijomis sekanˇciame

laikotarpyje vadinsime sumasbi = ∑n
j=1 bij xj , čia bij yra j -osios firmos acij

↪
u pelno

normai-
↪
aj

↪
a sekanˇcio laikotarpio dien

↪
a.

PortfelioP vidutinė gr
↪
ažaE(P )m dien

↪
u laikotarpyje skaiˇciuojama pagal formul

↪
e

E(P ) = ∑n
j=1ajxj , čia aj = 1

m

∑m
i=1aij yra j -osios firmos akcij↪u pelno normos

vidurkis stebėtamm dien
↪
u ilgio laikotarpiui.E(R) pažymėkime portfelio gr

↪
ažos re-

alizacij ↪u vidurk
↪
i sekančiam m dien ↪u laikotarpiui. TadaE(R) = ∑n

j=1bjxj , o bj =
1
m

∑m
i=1bij yra j -osios firmos akcij

↪
u pelno normos vidurkis sekanˇciam laikotarpiui.

Jei pelno normos yra priklausomi atsitiktiniai dydžiai, portfelio gr↪ažos dispersija
yra S2(P ) = ∑n

i=1
∑n

j=1 kij xixj , čia kij yra i-osios ir j -osios firm
↪
u pelno norm

↪
u

kovariacja.
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Efektyviojo prtfelio Pef = (x1, x2, . . . , xn) komponentes surandame spr
↪
esdami

netiesinio programavimo uždavin
↪
i:

maxW

n∑
j=1

ajxj − r

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

kij xixj � W,

n∑
j=1

xj = 1, xj � 0, j = 1,2, . . . ,n.

Čia r yra svorio koeficientas, parodantis, kaip investuotojas vertina rizik
↪
a. Eksperi-

mentinėje dalyje svorio koeficient
↪

u reikšmės buvo imamos iš intervalo [0;3]
Pažymėkime, kadk-ojo mėnesio akcij↪u pelno norm↪u vidurkisj - ↪ajai firmai yra at-

sitiktinis dydisnkj , kurio empirinius vidurk
↪
i akj ir nuokryp

↪
i skj surandame..

Surad
↪
e pirmojo lošėjo optimali

↪
a mišri

↪
a strategij

↪
a matriciniame lošime[akj −rskj ]T ,

gauname komponentes portfelioPm, priklausanˇcio nuo pasirinkto rizikos svorio koe-
ficientor . Tam reikia išspr

↪
esti tiesinio programavimo uždavin

↪
i:

maxV,

n∑
j=1

(akj xj − rskj ) � V, k = 1,2, . . . , l,

n∑
j=1

xj = 1, xj � 0, j = 1,2, . . . ,n.

Čia l yra rinkos būsen
↪
u skaičius.

Maksimino principu parenkamos portfelio komponent˙es, kurios b¯ut
↪
u buv

↪
e opti-

malios „blogiausi
↪
a“ laikotarpio, kurio duomenis naudojame, m˙enes

↪
i (arba mėnesius).

Šis portfelis gal˙et
↪

u garantuoti vidutin
↪
e gr

↪
až

↪
aV , jei situacija akcij

↪
u biržoje netapt

↪
u dar

„blogesne“.
Modifikuodami tiesinio programavimo uždavin

↪
i, skirt

↪
a matricinio lošimo[akj ]T

maksimino strategijai gauti, gauname netiesinio programavimo uždavin
↪
i

maxV,

n∑
j=1

(
akjxj − r

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

kij xixj

)
� V, k = 1,2, . . . , l,

n∑
j=1

xj = 1, xj � 0, j = 1,2, . . . ,n,

kurio sprendinys bus portfelioPst komponent˙es, taip pat priklausanˇcios nuo rizikos
svorio koeficientor .
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Eksperimentinė dalis

Turimus Pabaltijo akcij
↪

u biržos 2005 ir 2006 met
↪

u statistinius duomenis, suskaid˙eme

↪
i keturis pusmeˇcio ilgio laikotarpius. Trij

↪
u tip

↪
u portfeliusPef ,Pm ir Pst konstravome

keturis kartus: pagal 2005 met
↪
u pirmo pusmeˇcio, antro pusmeˇcio, 2006 met

↪
u pirmo

pusmeˇcio ir vis
↪
u 2005 met

↪
u statistinius duomenis. Kiekvien

↪
a portfel

↪
i testavome ap-

skaičiuodami jo gr
↪
až

↪
u realizacijas sekanˇciame laikotarpyje (2005 met

↪
u antrame pus-

metyje, 2006 met
↪
u pirmame, antrame pusmeˇciuose ir vis

↪
u 2006 met

↪
u laikotarpyje)

Prieš tai, suskaiˇciav
↪
e 100 firm

↪
u 2006 metu antro pusmeˇcio pelno norm

↪
u vidurkius,

pasirinkome 20 firm
↪
u, kuri

↪
u pelno norm

↪
u vidurkiai buvo didžiausi. Tolygiojo portfe-

lio Pt , kurio visos komponent˙es lygios, t.y.xj = 0.05, j = 1, . . . ,20, vidutinė pelno
norma konkreˇciam laikotarpiui gal˙et

↪
u būti indeksas

↪
ivertinantis ši

↪
u 20 firm

↪
u akcij

↪
u

rinkos būsen
↪
a šiame laikotarpyje.

IndeksasE(Pt)

2005 pirmas pusmetis 0,611356
2005 antras pusmetis 0,782625
2006 pirmas pusmetis 0,038018
2006 antras pusmetis 0,232484

Pasirinktojo indekso reikšm˙es aiškiai parodo l˙et ↪a akcij ↪u rinkos augim↪a 2005 metais,
didel

↪
i nuosmuk

↪
i 2006 met↪u pirmame pusmetyje ir didesn

↪
i augim↪a antrame ši↪u met↪u

pusmetyje. 2006 met
↪

u akcij
↪

u rinkos būsena (pasirinktoms firmoms) palyginus su 2005
metais yra gerokai blogesn˙e. Lygindami

↪
ivairi

↪
u sukonstruot

↪
u portfeli

↪
u gr

↪
ažos realiza-

cij
↪

u skaitines charakterstikas galime matyti, kaip jie valdo neišvengiam
↪
a mažesn

↪
e arba

didesn
↪
e rizik

↪
a krentanˇcioje rinkoje, arba, kaip išnaudoja auganˇcios rinkos privalomus.

Palyginsime portfeli
↪
u gr

↪
ažos reikšmi

↪
u (konstravimo laikotarpyje) vidurki

↪
u E(P )

priklausomyb
↪
e nuo rizikos svorio koeficientor ir ši

↪
u portfeli

↪
u gr

↪
ažos realizacij

↪
u

(sekanˇciame laikotarpyje) vidurkiusE(R) tiems patiems rizikos svorio koeficientams.
Matome, kad lėtai auganˇcioje 2005 met

↪
u rinkoje geriausi gr

↪
ažos realizacij

↪
u vidurkiai

buvo gauti portfeliamsPm su mažesniais už 1 ir portfeliamsPst su didesniais už 1
rizikos svorio koeficientais (2 pav.).

Greitai auganˇcioje 2006 metu rinkoje geriausius realizacij
↪

u vidurkius stebime port-
feliamsPm su didesniais už 0,3 ir portfeliamsPst su mažesniais už 0,1 rizikos svorio
koeficientais. Abiem atvejais efektyvi

↪
uj

↪
u portfeli

↪
u Pef reolizaci

↪
u vidurkiai mažesni.

Patikrin
↪
e portfeli

↪
u gr

↪
až

↪
u realizacijas 2006 met

↪
u pirmame pusmetyje, matome, kad

greitai krintančioje rinkoje gr
↪
ažos realizacij

↪
u vidurkiai didžiausi portfeliamsPef su

mažais (mažesniais už 0,2) svorio koeficientais, o didesniems svorio koeficientams
didesni portfeli

↪
u Pst gr

↪
až

↪
u realizacij

↪
u vidurkiai. 2006 met

↪
u gr

↪
až

↪
u realizacij

↪
u vidur-

kiai parodo, kad l˙ečiau krintančioje rinkoje rezultatai panaš¯us, kap greitai krintanˇcioje,
aiškiai matosi žemi portfeli↪u Pm gr ↪až ↪u realizacij↪u vidurkiai.

Galime teigti, jog greitai krintanˇcioje rinkoje vis↪u portfeli ↪u „pažadai“E(P ) ir j ↪u re-
alizacijosE(R) yra vienas kito atžvilgiu išsid˙est

↪
e visai panašiai, tik realizacij↪u vidur-

kiai sumažėj
↪
e tiek, kiek sumaž˙ejo indeksas. Tai reikšt

↪
u, kad, kai akcij

↪
u kainos smarkiai

krenta, jos visoms firmoms krenta panašiai. Auganˇcios rinkos atvejuE(P ) ir E(R)

paveikslėliai visai nepanaš¯us (kaip ir 1 pav. ir 2 pav.).
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1 pav. 2 pav.

3 pav. 4 pav.

3 pav. ir 4 pav. matome portfeli↪u graž↪u reikšmi↪u konstravimo laikotarpyje vidurkius
E(P ) (ordinatė) ir vidutinius kvadratinius nuokrypiusS(P ) (abscisė), taip pat port-
feli ↪u graž↪u realizacij↪u sekanˇciame laikotarpyje vidurkiusE(R) (ordinatė) ir vidutinius
kvadratinius nuokrypiusS(R) (abscisė).

4 pav. matome, kad 2005 met↪u antrame pusmetyje, šiek tiek paaugus akcij↪u rinkai,
beveik vis

↪
u, pagal pirmo pusmeˇcio statistinius duomenys sukonstruot

↪
u efektyvi

↪
uj

↪
u

portfeli
↪
u Pef realizacijos antr

↪
a pusmet

↪
i Ref tampa neefektyviomis. Didesnius vidur-

kiusE(R) tiems patiems vidutiniams kvadratiniams nuokrypiamsS(R) duoda beveik
visi portfeliaiPm ir Pst , gauti remiantis maksimino principu.

Galime teigti taip pat, kad akci
↪
u rinkai smarkiai paaugus (2006 metai) efektyvieji

portfeliai vėl prarado savo efektyvum
↪
a.

Smarkiai krentanˇcios rinkos atveju maž
↪

u nuokrypi
↪
u portfeli

↪
u realizacij

↪
u vidurkiai

visiems portfeliams beveik sutampa, o aukštus gr
↪
až

↪
u realizacij

↪
u vidurkius pasiekiantys

portfeliaiPef turi didelius vidutinius kvadratinius nuokrypius (rizik
↪
a).
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Panaš¯us pasteb˙ejimai lėčiau krintančios rinkos atveju. Abiem atvejais portfelioPst

realizacijos stabiliausios.
Bendras išvadas, kad auganˇcios rinkos atveju geresnius rezultatus pasiekia portfeliai

sukonstruoti remiantis maksimino principu nei efektyvieji Markowitz portfeliai, ir, kad
krintančios rinkos atveju portfeliaiPm ir Pst yra mažiau rizikingi silpnina tai, kad
portfeliai šiame darbe buvo konstruojami ir testuojami naudojant neilgo laikotarpio
istorinius statistinius duomenis (2 metai) toms paˇcioms tik dvidešimˇciai firm

↪
u.
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SUMMARY

S. Vakrinienė, G. Misevičius. Linear and non-linear optimization models for the selection of investment
portfolio

This research suggests a maxmin model for the selection of investment portfolios. The risk evaluation
coefficients are introduced. The components of portfolio are found by solving linear programming task in
one model and non-linearprogramming task in the other. In the experimentalpart of the research ineffective
portfolios exerted from these models are tested referring to the statistical data of the Baltic stock market.
Realizations of the suggested portfolios with different risk coefficient values are compared to realizations
of effective (Pareto optimal) portfolios.

Keywords:investment portfolio, linear programming, non-linear programming, matrix game.


