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Tiesinio optimizavimo modelis bimatricinio lošimo
pusiausvyros situacijoms rasti
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Reziumė. Straipsnyje aptariami metodai pusiausvyrin˙ems strategijoms bimatriciniame lošime rasti.
Siūlomas tiesinio optimizavimo modelis su papildomais binariniais kintamaisiais, leidžiantis surasti visas
neišsigimusio bimatricinio lošimo pusiausvyros situacijas.

Raktiniai žodžiai:bimatricinis lošimas, pusiausvyrin˙es strategijos, dalinai sveikaskaitis tiesinis programa-
vimas.

↪Ivadas

Paprasˇciausias nekooperatini↪u lošim ↪u teorijos modelis yra bimatricinis lošimas. Tai
dviej

↪
u asmen

↪
u lošimas, kuriame kiekvienas loš˙ejas turi baigtines gryn

↪
uj

↪
u strategij

↪
u

aibes, o dvi matricos apibr˙ežia abiej
↪

u lošėj
↪
u išlošius kiekvienai galimai pasirinkt

↪
u

strategij
↪

u porai. Nešo pusiausvyra yra pagrindin˙e bimatricinio lošimo sprendinio
s

↪
avoka. Nešo pusiausvyra visada egzistuoja, bendru atveju – kaip mišri

↪
uj

↪
u strategij

↪
u

pora.
Pusiausvyros situacij

↪
u suradimas yra sud˙etingas uždavinys, ypaˇc dideli

↪
u matric

↪
u

lošimams. Standartinis, daugiausiai žinomas metodas yra Lemke ir Howson [1] sukur-
tas algoritmas (LH) vienai pusiausvyrinei porai surasti.

Rahul Savani ir Bernard von Stengel [2] pristato kvadratini
↪
u bimatricini

↪
u lošim

↪
u

klas
↪
e, kuriai šis metodas reikalauja eksponentinio matricos eil˙es atžvilgiu žingsni

↪
u

skaičiaus
Audet “Enumeration of All Extreme Equilibria of Bimatrix Games” (EEE) algorit-

mas [3] naudoja Nash pusiausvyros geriausio atsako s↪alyg ↪a ieškojimo medžiui, kuria-
me grynos strategijos yra arba geriausias atsakas arba nenaudojamos, sudaryti.

Igal Milchtaich ir Tadeusz Ostrowski [4] pateikia b¯utinas ir pakankamas s
↪
alygas

vienintelei pilnai mišriai pusiausvyrai egzistuoti ir paprastas formules jai rasti. Vorob-
jov [5 ], Bernard von Stengel [6], [7] modeliavo bei tobulino pusiausvyr

↪
u skaičiavimo

metodus, surado b¯utinas ir pakankamas s↪alygas tam, kad strategij↪u pora būt ↪u pusiau-
svyrinė.

Šiame darbe nagrin˙ejamos dar vienos b¯utinos ir pakankamos s
↪
alygos pusiausvyrinei

porai bei galimyb˙es panaudoti jas pusiausvyr↪u skaičiavimui (suradimui).
Stengel [6] b¯utinas ir pakankamas s

↪
alygas pakeitus ekvivalenˇciomis tiesinėmis

s
↪
alygomis gaunamas dalinai sveikaskaitis tiesinio programavimo uždavinys, lei-

džiantis surasti visas pusiausvyros situacijas neišsigimusiam lošimui. Tai atliekama
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keičiant tikslo funkcijos gradient
↪
a arba (ir)

↪
ivedant tiesinius apribojimus pusiausvy-

riniams išlošiams. Id˙eja pusiausvyr
↪
u skaičiavimui panaudoti optimizavimo model

↪
i

nėra nauja, dar 1964m O.L. Mangasarian [8] pasi¯ulė netiesinio optimizavimo uždavin
↪
i

vienai pusiausvyrai surasti.

Būtinos ir pakankamos s
↪

alygos

Turime bimatricin
↪
i lošim

↪
a

A =



a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn


 , B =




b11 b12 . . . b1n

b21 b22 . . . b2n

. . . . . . . . . . . .

bm1 bm2 . . . bmn


 ,

kuriame mišrios loš˙ej
↪

u strategijos apibr˙ežiamos sekanˇciu būdu:

X =



x1
x2
. . .

xm


 ,

m∑
i=1

xi = 1, xi � 0, i = 1,2, . . . ,m,

Y =



y1
y2
. . .

yn


 ,

n∑
j=1

yj = 1, yj � 0, j = 1,2, . . . ,n.

APIBRĖŽIMAS. Mišri
↪
u strategij

↪
u pora(X,Y ) vadinama pusiausvyros situacija, kai

visiemsX ir Y teisingos nelygyb˙es:

X
T
AY � XT AY ir X

T
BY � X

T
BY.

Gryn
↪
uj

↪
u strategij

↪
u (eiluči

↪
u) aibės poaibisI yra mišrios strategijosX spektras, jei

xi > 0, kai i ∈ I , ir xi = 0, kai i /∈ I . Analogiškai apibr˙ežiamas strategijosY spek-
trasJ .

A(I,J ) ir B(I,J ) pažymėkime matricas, kurios gaunamos išA ir B, išbraukus
eilutes nepriklausanˇciasI ir stulpelius nepriklausanˇciusJ .

TEOREMA. Strategij↪u pora (X,Y) yra neišsigimusio bimatricinio lošimo pusiau-
svyra su išlošiaisU ir V tada ir tik tada, kai

xi =
∑

j∈J Bij∑
i∈I

∑
j∈J Bij

,

m∑
i=1

xi = 1, xi � 0, i = 1,2, . . . ,m,

yj =
∑

i∈I Aij∑
i∈I

∑
j∈J Aij

,

n∑
j=1

yj = 1, yj � 0, j = 1,2, . . . ,n,

∑
j∈J

aij yj < U visiems i /∈ I ir
∑
i∈I

bijxi < V visiems j /∈ J.
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Čia U = det(A(I,J ))∑
i∈I

∑
j∈J Aij

ir V = det(B(I,J ))∑
i∈I

∑
j∈J Bij

, o Aij ir Bij yra matric
↪

u A(I,J ) ir

B(I,J ) adjunktai.

Pusiausvyros situacij
↪

u būt
↪
u galima ieškoti išbandant visus galimus spektr

↪
u por

↪
u

(I,J ) atvejus. Neišsigimusio lošimo atveju, kai spektrai vienodo dydžio, o s
↪
alygose

esanˇcios nelygybės yra griežtos, norint surasti visas mišri↪asias pusiausvyras, šias
s

↪
alygas tekt

↪
u tikrinti (Cm

n + Cm−1
n Cm−1

m + Cm−2
n Cm−2

m + · · · + C2
nC2

m) kart
↪
u.

BERNARDO VONSTENGELIO TEOREMA(2002M.) X ir Y yra bimatricinio lošimo
(A,B) pusiausvyrin˙e pora tada ir tik tada, kaiX, Y kartu su kokiais norsU ir V yra
sprendiniai netiesin˙es sistemos:

U − AY � 0, V − BT X � 0,

XT (U − AY) = 0, Y T (V − BT X) = 0,

m∑
i=1

xi = 1, xi � 0, i = 1,2, . . . ,m,

n∑
j=1

yj = 1, yj � 0, j = 1,2, . . . ,n.

Čia U =



U

U

. . .

U


turi m komponenˇci ↪u, oV =




V

V

. . .

V


 – n komponenˇci ↪u.

LEMA. Netiesinės s
↪
alygos:

( n∑
j=1

aijyj − U
)
xi = 0, i = 1,2, . . . ,m,

( m∑
i=1

bijxi − V
)
yj = 0, j = 1,2, . . . ,n,

kartu su tiesiniais apribojimais

xi � 0, i = 1,2, . . . ,m, yj � 0, j = 1,2, . . . ,n,

yra ekvivalenˇcios tiesiniams apribojimams su binariniais kintamaisiaissi ∈ {0,1} ir
tj ∈ {0,1}:

n∑
j=1

aijyj − U = zi , i = 1,2, . . . ,m,

m∑
i=1

bijxi − V = wj , j = 1,2, . . . ,n,
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zi � µsi, zi � εsi, si + xi � 1, xi � 0, i = 1,2, . . . ,m,

wj � µtj , wj � εtj , tj + yj � 1, yj � 0, j = 1,2, . . . ,n.

Čia ε yra labai mažas teigiamas skaiˇcius, oµ – labai didelis teigiamas skaiˇcius.

TEOREMA. Visas neišsigimusio bimatricinio lošimo pusiausvyros situacijas galima
surasti keičiant tikslo funkcijos gradient

↪
a (a, b) taip pat

↪
ivedant papildomus tiesinius

apribojimus išlošiamsU ir V dalinai sveikaskaiˇciame tiesinio programavimo už-
davinyje:

max(aU + bV ),

n∑
j=1

aij yj − U � 0,

n∑
j=1

aij yj − U = zi ,

zi � µsi , zi � εsi, si + xi � 1, xi � 0, i = 1,2, . . . ,m,

m∑
i=1

bij xi − V � 0,

m∑
i=1

bij xi − V = wj ,

wj � µtj , wj � εtj , tj + yj � 1, yj � 0, j = 1,2, . . . ,n,

m∑
i=1

xi = 1,

n∑
j=1

yj = 1, si ∈ {0,1}, tj ∈ {0,1}.

Papildomi apribojimai gali b¯uti tokie:
C1 � U +V � C2 arbad1 � U � d2 ir h1 � V � h2 (arba kitokie). Jei pasirinktoje

juostoje arba staˇciakampyje pusiausvyrini
↪
u išloši

↪
u poros nėra, uždavinio sprendimo

procedūra (pavyzdžiui, SAS/OR proced¯ura LP) praneša – “problem infeasible”. Tada
reikia tikrinti sekanˇci

↪
a suplanuoto „tinklo akut

↪
e“. Jei „akutės“ nėra pakankamai mažos,

gali likti nesurastos pusiausvyros situacijos, kurios išloši
↪
u prasme labia nedaug skiriasi

nuo surast
↪
uj

↪
u. Praktiniuose pritaikymuose tokios situacijos n˙era svarbios.

PAVYZDYS . Surastos penkios mišrios pusiausvyros situacijos 10×10 bimatrici-
niam lošimui(A,B), kuris gryn

↪
uj

↪
u pusiausvyr

↪
u neturi.

A=




2 2 1 2 1 3 5 2 7 1

3 4 3 4 2 5 1 4 2 4

1 3 4 3 4 6 4 1 5 3

2 1 2 1 5 4 3 6 4 3

2 5 5 1 6 2 6 7 1 5

4 4 5 5 3 1 8 2 3 8

1 3 6 4 5 1 2 3 4 9

3 2 1 4 6 7 4 3 6 1

4 1 2 2 7 1 9 8 7 6

2 1 1 7 8 4 6 2 5 3




, B=




6 5 4 3 2 1 5 4 3 2

2 1 4 8 7 6 1 4 5 1

1 5 2 3 4 1 3 2 4 1

6 7 8 9 2 3 8 7 8 9

2 4 7 9 8 1 7 6 1 3

3 4 8 6 7 4 5 3 3 2

4 5 1 2 7 8 9 4 3 6

6 7 8 9 6 1 4 5 3 7

4 6 5 2 7 3 4 6 5 4

8 9 7 6 5 6 7 8 9 7




.
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U V U V U V
5,9143 6,5714 3,902 6,8462 3,8176 6,6566

X Y X Y X Y

0 0 0 0 0 0
0 0,2 0,0769 0,1569 0,1369 0,2013
0 0 0 0,098 0 0,0692
0 0 0 0,4314 0 0,3836

0,1429 0,6857 0,2308 0 0,1462 0
0 0 0,0769 0 0,0951 0
0 0 0 0 0 0
0 0,1143 0 0,3137 0 0,2893

0,5714 0 0 0 0,0139 0,0566
0,2857 0 0,6154 0 0,6079 0

U V U V
4,8098 6,7059 4,3678 6,6122

X Y X Y

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0,3926 0 0,2871
0 0,1595 0 0,3079

0,3529 0,3067 0,4082 0,1364
0,2354 0 0,0408 0
0,0882 0,1411 0,0306 0,0744

0 0 0 0,1942
0 0 0,1224 0

0,3235 0 0,398 0

1 pav. Pusiausvyrini↪u išloši↪u poros bimatriciniame lošime(A,B).
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SUMMARY

S. Vakrinienė, D. Sudži¯utė. Linear model for coputation of equilibrium point in bimatrix game

The methods for finding Nash equilibrium in bimatrix game are introduced in this paper. Linear optimiza-
tion model with binary variables for coputation of allequilibrium points in nongenerate bimatrix game is
proposed.

Keywords:bimatrix game, equilibria, mixed-integer linear programming.


