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1.
↪
Ivadas

↪
Ikainojant išvestinius vertybinius popierius, pvz. akcij

↪
u pirkimo ar pardavimo pasi-

rinkimo sandorius, reikia tur˙eti pakankamai ger
↪
a bazinio aktyvo (akcijos) vert˙es di-

namikos matematin
↪
i model

↪
i. Paprastai reikia žinoti finansinio aktyvo kain↪u skirstin

↪
i

pasirinkimo sandorio pabaigoje, t.y. galimas jo kainas ir atitinkamas j
↪
u tikimybes. Daž-

nai apie kain
↪
u skirstin

↪
i priimama tam tikra prielaida. Pvz., išvedant žymi

↪
aj

↪
a Black ir

Scholes pasirinkimo sandori
↪
u

↪
ikainojimo formul

↪
e [1], buvo tariama, kad akcij

↪
u kainos

kinta pagal geometrin
↪
i Brauno judesio proces

↪
a. Kitaip tariant, akcij

↪
u kain

↪
u gr

↪
až

↪
u lo-

garitmai pasiskirst
↪
e pagal normal↪uj

↪
i dėsn

↪
i. Su šia prielaida akcij↪u kainos išreiškiamos

per Gauso skirstin
↪
i ir lengvai skaičiuojamos, nes gaunamos analizin˙es raiškos.

Empiriniai tyrimai rodo, kad pastaraisiais metais tik dalies akcij
↪

u gr
↪
ažos pasiskirst

↪
e

pagal lognormal
↪
uj

↪
i dėsn

↪
i. Pasteb˙eta, kad finansini

↪
u aktyv

↪
u gr

↪
ažos, ypaˇc jei matavimo

dažnis didelis (kas dien
↪
a, ar kas kelios valandos), pasižymi dideliu eksceso koeficientu,

kuris auga did˙ejant gr↪až ↪u matavimo dažniui. Didelis eksceso koeficientas lemia ir
didesn

↪
e ekstremali

↪
uj

↪
u reikšmi

↪
u tikimyb

↪
e – sunkesnes, nei normaliojo skirstinio, uode-

gas. Todėl tam tikroms gr
↪
ažoms daryti normalumo prielaid

↪
a yra nekorektiška.

Todėl pastaraisiais metais vis didesn
↪
i dėmes

↪
i tyrėjai skiria stochastiniams mode-

liams, besiskiriantiems nuo klasikini
↪
u difuzini

↪
u modeli

↪
u. Kai kurie autoriai si¯ulo nor-

mal ↪uj
↪
i skirstin

↪
i pakeisti kitais, geriau tinkanˇciais skirstiniais. Pastaruoju metu tapo

populiarūsα-stabilieji skirstiniai ir Levy procesai [2–5]. Parenkant (kalibruojant) tin-
kamus skirstinio parametrus, galima pakankamai gerai aproksimuoti akcij

↪
u gr

↪
až

↪
u

skirstinius. Toki
↪
u modeli

↪
u pagrindinis tr¯ukumas yra tas, kad gaunamos sud˙etingos

skirstini
↪
u analizinės raiškos ir gauti diferencialines lygtis, kurias išsprendus gaunamos

pasirinkimo sandori
↪
u kainos, dažniausiai nepavyksta. Tod˙el pastaruoju metu kaip alter-

natyva tokiems modeliams plaˇciai naudojamas skaitinis modeliavimas, kuris ženkliai
suprastina praktini

↪
u uždavini

↪
u sprendim

↪
a ir išplečia sprendžiam

↪
u uždavini

↪
u klas

↪
e.

Kadangi daugelis proces
↪
u, kuriais siūloma aprašyti kain

↪
u dinamik

↪
a, turi Markovo

proceso savybi
↪
u, tai tikslinga kain

↪
u kitim

↪
a aprašyti Markovo procesu.

Šiame straipsnyje pateiktas pasirinkimo sandori
↪
u

↪
ikainojimo algoritmas tariant, kad

bazinio aktyvo kainos kinta pagal Markovo proces↪a su tolydžiuoju laiku ir baigtine
būsen

↪
u aibe.
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2. Normalumo tikrinimas

Tikrinant akcijos gr
↪
až

↪
u pasiskirstym

↪
a dažniausiai braižoma histograma su normaliojo

skirstinio tankio kreive ir naudojami šie normalumo tikrinimo kriterijai:Jarque–Bera,
Kolmogorov–Smirnov, Cramer–von Mises, Anderson–Darling, Chi kvadrato. Buvo
panaudotasJarque–Berakriterijus, kadangi jis remiasi b¯utent tais parametrais, ku-
riais akcij

↪
u gr

↪
až

↪
u pasiskirstymas aiškiai skiriasi nuo normaliojo skirstinio. Likusieji

yra standartiniai kriterijaiSASsistemoje.
Buvo tirtos 28 JAV ir 28 Lietuvos rinkas geriausiai atspindinˇcios akcij

↪
u gr

↪
ažos.

Atlikus normalumo testus, gauti rezultatai matomi 1 lentel˙eje.
Labiausiai normalumo kriterij↪u pažeidė General Motors(GM) ir Pieno žvaigžd˙es

(PZV1L), o didžiausi↪a asimetrijos koeficient↪a turėjo Coca Cola (CO) ir Pieno
žvaigždės(PZV1L) firm ↪u akcijos.

3. Finansinio aktyvo vertės dinamikos Markovo procesas

Kadangi akcij↪u kainos turi atsitiktin
↪
i charakter

↪
i, tai realiai yra nežinoma pagal kok

↪
i

proces↪a kinta j ↪u kainos. Tiriant skirtingas akcijas, galima gauti
↪
ivairius j ↪u gr ↪až ↪u skirs-

tinius. Todėl modeliuojant akcij
↪

u kainas, reik˙et
↪

u taikyti
↪
ivairius stochastinius mode-

lius, o tai ženkliai apsunkint
↪
u pasirinkimo sandori

↪
u

↪
ikainojimo modeli

↪
u kūrim

↪
a ir j

↪
u

panaudojim
↪
a.

Kain
↪

u dinamika atspindi atsitiktin
↪
i aktyv

↪
u vertės kitim

↪
a laike. Daugelis autori

↪
u

[6, 7] mano, kad atsitiktinis kain
↪

u elgesys susij
↪
es su efektyviosios rinkos hipoteze

(ERH). Ši hipotez˙e teigia, kad praeities informacija apie finans
↪
u rinkas visiškai at-

sispindi esamosiose finansini
↪
u aktyv

↪
u kainose ir kad rinkos akimirksniu reaguoja

↪
i

nauj
↪
a informacij

↪
a apie aktyvus. Iš ši

↪
u prielaid

↪
u išplaukia, kad aktyv

↪
u kain

↪
u atsitiktin

↪
i

kitim
↪
a galima aprašyti Markovo procesu.

Tarkime, kadX yra atsitiktinis dydis, aprašantis laiko trukm
↪
e, per kuri

↪
a akcijos

kaina pereina iš vienos b¯usenos
↪
i kit

↪
a, t. y. pakinta kaina.

Norėdami rasti galimas akcij↪u kainas (b¯usen↪u aib
↪
e) ir perėjimo intensyvum↪u ma-

tric ↪a tarp j↪u, turime sukonstruoti konkreˇcios akcijos kain↪u kilimo ir kritimo trukmi ↪u
skirstinius. Tam, kad procesas b¯ut

↪
u Markovo, trukmės tarp b¯usen

↪
u pasikeitimo

skirstinys turi būti eksponentinis. Paprastai ši s
↪
alyga nėra išpildoma. Nežinomam

skirstiniui aproksimuoti panaudosime fiktyvi
↪
u eksponentini

↪
u fazi

↪
u metod

↪
a [8].

Tarkime, kad teigiamo atsitiktinio dydžioX (akcijos kainos per˙ejimo iš vienos
būsenos

↪
i kit

↪
a trukmė) pasiskirstymo funkcija yraG(x). AproksimuokimeG(x) ek-

sponentini
↪
u skirstini

↪
u mišiniu. Tarkime, kad egzistuoja skirstinioG(x) pirmieji trys

1lentelė. JAV ir Lietuvos rinkas geriausiai atspindinˇci ↪u akcij ↪u gr ↪až↪u pasiskirstymas

Akcijos
Normaliai

pasiskirsˇciusios
gr ↪ažos

Didžiausias
eksceso

koeficientas

Didžiausias
asimetrijos
koeficientas

Neigiam↪u
asimetrij↪u
skaičius

Teigiam↪u
asimetrij↪u
skaičius

JAV 14 14,09 (GM) –0,9 (CO) 23 5
Lietuva 0 29,65 (PZV1L) –3,18 (PZV1L) 14 14
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pradiniai momentaimk, k = 1,3. Jie gali būti žinomi arba gauti j
↪
u statistiniai

↪
iverčiai

iš stebėt ↪u duomen↪u (laiko eilutės).
Apibrėžkime kit

↪
a atsitiktin

↪
i dyd

↪
i Y tokiu būdu:

Y =
{

Y1 su tikimybe p2,
Y1 + Y2 su tikimybe p1,

čia Y1 ir Y2 nepriklausomi eksponentiškai pasiskirst
↪
e atsitiktiniai dydžiai atitinkamai

su parametraisµ1 ir p2µ2; p1 + p2 = 1. Šio dydžio tankio funkcija yra

f (y) = p2µ1

( µ2 − µ1

µ2p2 − µ1
e−µ1y − µ2p1

µ2p2 − µ1
e−µ2p2y

)
.

Šia funkcija galima aproksimuoti skirstinioG(x) tankio funkcij
↪
a. Aproksimuo-

jančios funkcijos parametrai, naudojant moment
↪
u metod

↪
a, yra

↪
ivertinami pagal for-

mules, pateiktas [9].
Tarkime, kad akcijos kaina gali tik padid˙eti arba tik sumaž˙eti nykstamu dydžiu per

nykstam
↪
a laiko interval

↪
a. Tokia prielaida yra priimama konstruojant Brauno judesio

proces↪a. Pasinaudodami pasirinktos akcijos istoriniais kain↪u dinamikos duomenimis,
aproksimuojame kain

↪
u didėjimo (indeksasu) ir mažėjimo (indeksasd) trukmi

↪
u tankio

funkcijas atitinkamai pagal formules

fu(y) = pu
1µu

1

( µu
2 − µu

1

µu
2p

u
2 − µu

1
e−µu

1y − µu
2p

u
2

µu
2p

u
2 − µu

1
e−µu

2pu
2y

)
;

fd(y) = pd
1µd

1

( µd
2 − µd

1

µd
2pd

2 − µd
1

e−µd
1y − µd

2pd
2

µd
2pd

2 − µd
1

e−µd
2pd

2y
)
.

Žinant šias funkcijas, galima aprašyti akcijos kain↪u kitimo dinamik↪a Markovo gran-
dine su skaiˇcia būsen

↪
u aibe ir tolydžiuoju laiku. Š

↪
i proces

↪
a galima sumodeliuoti pasin-

audojus metodika, aprašyta [10].
Apibrėšime kain↪u būsen↪u aib

↪
e. Tarkime, kad yra žinomos akcijos didžiausioji ir

mažiausioji kainos, t. y. visos galimos kainos priklauso atkarpai[Smin,Smax]. Jeigu
pradinė akcijos kaina yraS0, tai kitos reikšmės nustatomos iš lygybi

↪
u:

S0 = (Smax+ Smin)/2,

Sk = S0 + k�, k = 1, · · · ,n,

S−k = S0 − k�, k = 1, . . . ,n,

� = (Smax− Smin)/2n;
čian parenkamas laisvai. Tokiu b¯udu viso yra 2n+ 1 kainos b¯usen↪u. Sunumerav

↪
e šias

būsenas nuo 1 iki 2n + 1, turėsime toki
↪
a kain

↪
u būsen

↪
u erdv

↪
eS = {Si , i = 1,2n + 1}.

Turint būsen
↪
u erdv

↪
e ir perėjimo intensyvumus tarp j

↪
u, gautus iš sukonstruotos

tankio funkcijos, galima sudaryti lygˇci ↪u sistem↪a stacionariosioms b¯usen↪u tikimybėms
rasti. Tam tikslui C++ kalboje yra sukurta automatizuota Markovo modeli

↪
u konstra-

vimo ir sprendimo programin˙e
↪
iranga. Ji pagal

↪
ivyki

↪
u aprašym

↪
a generuoja galim

↪
u
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būsen
↪
u erdv

↪
e, perėjimo intensyvum

↪
u matric

↪
a, sudaro lygˇci

↪
u sistem

↪
a stacionarioms

Markovo proceso b¯usen
↪
u tikimybėms suskaiˇciuoti ir jas suranda. Pažym˙ej

↪
e kainosSi

tikimyb
↪
epi , gauname akcij

↪
u kain

↪
u stacionar

↪
uj

↪
i skirstin

↪
i {Si ,pi, i = 1,2n + 1}.

4. Europietiškojo pirkimo pasirinkimo sandorio
↪
ikainojimas

Tarkime, kad reikia rasti akcijos pirkimo pasirinkimo sandorio kain
↪
a momentut , kuris

baigiasi momentuT su
↪
ivykdymo kainaK . Sandoris gali b¯uti kaip europietiško,

taip ir amerikietiško tipo. Europietiškojo sandorio vert˙e momentuT lygi C(T ) =
max{0,S(T ) − K}. Amerikietiškojo tipo sandorio vert˙e yra maxt=1,...,T {max(0,St −
K)} = max{0,St − K} [11].

Tarkime, kad apibr˙ežta nagrin˙ejamo akcij
↪

u proceso tikimybin˙e erdvė {�,F,P }.
Kadangi ši erdv˙e yra diskreˇcioji ir baigtinė, tai žinant per˙ejimo tarp būsen

↪
u in-

tensyvum
↪
u matric

↪
a, galima nagrin˙eti ir homogenin

↪
e Markovo grandin

↪
e su per˙ejimo

tikimybi
↪
u matricaP = (pij ), i, j = 1, . . . ,2n + 1, apibrėžt

↪
a būsen

↪
u erdvėjeS.

Tarkime, kad laiko momentut sandorio vert˙e lygiC(t), akcijos kaina yraS(t) = St ,
sandorio trukm˙e T − t , o

↪
ivykdymo kainaK = k0�. Tada sandorio vert˙es skirstys

momentuT yra toks:

P
[
C(T ) = (j − k0)�

] = p
(T −t)
St ,j

, j > k0

P
[
C(T ) = 0

] =
∑
l�k0

p
(T −t)
St ,l

, j � k0 (1)

Iš (1) raiškos galime nesunkiai suskaiˇciuoti dominanˇcius sandorio vert˙esC
↪
ivairius

tikimybinius dydžius. Pvz.,C(t) s
↪
alyginis vidurkis skaiˇciuojamas taip:

E
[
C(T )|S(t) = St

] =
∑
j>k0

p
(T −t)
St ,j

(j − k0)�. (2)

Finansinio aktyvo vert˙e laiko momentut , kai palūkan↪u norma yrai, lygi

C(t) = v(T −t)E
[
C(T )|S(t) = St

]
= v(T −t)

∑
j>k0

p
(T −t)
St ,j

(j − k0)�, v = (1+ i)−1. (3)

Jeigu matricaP yra ergodinė ir skirtumasT − t yra pakankamai didelis, tai formules
(1), (2) ir (3) galima užrašyti taip:

P
[
C(T ) = (j − k0)�

] = πj , j > k0

P
[
C(T ) = 0

] =
∑
l�k0

πl, j � k0


 (4)
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E
[
C(T )|S(t) = St

] =
∑
j>k0

πj (j − k0)�

C(t) = v(T −t)
∑
j>k0

πl(j − k0)�




(5)

čiaπ = (π1, . . . ,π2n+1) yra būsen
↪
u stacionari

↪
uj

↪
u tikimybi

↪
u vektorius.

5. Skaitmeninis pavyzdys

Nagrinėkime keturi
↪
u mėnesi

↪
u laikotarpio „Microsoft Corporation“ akcij

↪
u kainas. Iš

stebėt
↪

u praeities duomen
↪
u galime tarti, kadSmax = 28,10, Smin = 24,15. Vidutinis

akcijos dienos kainos pokytis� = 0,1796. Tad akcijos kainos suskirstomos
↪
i 22 inter-

valus. Iš laiko eilutės gauti tokie pradiniai momentai:

mU
1 = 2,2402; mU

2 = 11,6950; mU
3 = 85,7250;

mD
1 = 1,8321; mD

2 = 6,9676; mD
3 = 37,4190.

Aproksimuojanˇcios funkcijos parametrai lyg¯us

µU
1 = 0,4014; µU

2 = 1,2384; pU
1 = 0,2373;

µD
1 = 0,5381; µD

2 = 0,3358; pD
1 = 0,0088.

Pasiūlytu metodu akcij
↪

u kain
↪
u dinamika aprašoma Markovo procesu. Pateikus

pradinius duomenis, nuskaitytus iš tekstin˙es bylos, programa suskaido galimas ak-
tyvo kainas

↪
i intervalus. Kiekvienas intervalas suvokiamas kaip b¯usena ir suskaiˇciuo-

jamos j
↪

u stacionariosios tikimyb˙es. Sukurtoji programin˙e
↪
iranga pagal pateikt

↪
a

↪
ivyki

↪
u

aprašym
↪
a, sumodeliuoja 88 b¯usen

↪
u aib

↪
e, perėjim

↪
u intensyvum

↪
u matric

↪
a bei būsen

↪
u

stacionari
↪
asias tikimybes. Dalis akcij

↪
u tikimybinio skirstinio pateikta 1 pav.

Suskaičiavus stacionari
↪
asias tikimybes bei panaudojus 4 skyrelyje pateikt

↪
a san-

dori
↪
u

↪
ikainojimo algoritm

↪
a, galima suskaiˇciuoti sandorio kain

↪
a. Kiekvieno intervalo

(būsenos) vidutin˙e kaina yra traktuojama, kaip opciono
↪
ivykdymo kaina ir suskaiˇciuo-

jama tokio sandorio tik˙etina vertė bei esamoji vert˙e.
Buvo stebėtos kompanijosMcDonaldsakcij

↪
u keturi

↪
u met

↪
u kainos. Suskaiˇciuokime

šios akcijos pirkimo pasirinkimo sandorio kain
↪
a. Tarkime, kad nerizikingoji pal¯ukan

↪
u

norma lygi 5%, o sandorio trukm˙e lygi 10 met
↪

u. Gautos modeliuotos akcijos pirkimo
pasirinkimo sandorio kainos matomos 2 lentel˙eje.

6. Išvados

Empiriniai tyrimai parod˙e, kad maždaug pusei tirt
↪
u JAV firm

↪
u akcij

↪
u gr

↪
až

↪
u galima

taikyti normalumo prielaid
↪
a, kai tuo tarpu vis

↪
u tirt

↪
u Lietuvos firm

↪
u akcij

↪
u gr

↪
ažos

netenkino normalumo kriterijaus. Tod˙el darbe pateikta metodika kaip nežinom
↪
a aktyv

↪
u

vertės pasikeitimo trukm˙es skirstin
↪
i aproksimuoti eksponentini

↪
u skirstini

↪
u mišiniu.

Tai leidžia aktyv
↪
u dinamikos proces

↪
a aprašyti Markovo grandine su skaiˇcia būsen

↪
u
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1 pav. Akcij ↪u tikimybinio skirstinio dalis.

2 lentelė. Opciono↪ikainojimas

↪Ivykdymo kaina Tikėtina vertė Diskontuotoji vert˙e

35,34 38,42 23,59
45,99 10,31 6,33
50,38 5,92 3,63
55,39 3,08 1,89
60,41 1,54 0,95
65,42 0,72 0,44
75,45 0,05 0,03

erdve ir tolydžiuoju laiku. Procesui modeliuoti skaitiniu metodu yra sukurta pro-
graminė priemonė, kuri pagal sistemos funkcionavimo aprašym

↪
a

↪
ivyki

↪
u kalba sug-

eneruoja galim↪u kain ↪u būsen↪u aib
↪
e, perėjimo intensyvumus tarp j↪u ir būsen↪u sta-

cionari
↪
asias tikimybes. Žinant akcijos kain

↪
u stacionar

↪
uj

↪
i skirstin

↪
i, galima skaitiniais

metodais
↪
ikainoti pasirinkimo sandorius.
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SUMMARY

E. Valakevičius. Markov model of option pricing

In the article is proposed the algorithm of modeling the dynamics of asset prices by Markov process with
continuous time and countable set of states and numerical option pricing.

Keywords:assets dynamics, mixture of exponential distributions,Markov model of asset prices, numerical
option pricing.


