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1. lvadas

Ikainojant iSvestinius vertybinius popierius, pvz. akcpirkimo ar pardavimo pasi-
rinkimo sandorius, reikia teti pakankamai gerbazinio aktyvo (akcijos) vest di-
namikos matematirmodel. Paprastai reikia Zinoti finansinio aktyvo kairskirstiri
pasirinkimo sandorio pabaigoje, t.y. galimas jo kainas ir atitinkamn&kimybes. Daz-
nai apie kain skirstiri priimama tam tikra prielaida. Pvz., iSvedant Zwjai Black ir
Scholes pasirinkimo sandarikainojimo formuk [1], buvo tariama, kad akdijkainos
kinta pagal geometrirBrauno judesio proces Kitaip tariant, akcij kainu graay lo-
garitmai pasiskirg pagal normailji desn. Su Sia prielaida akaij kainos iSreiSkiamos
per Gauso skirstinr lengvai skaciuojamos, nes gaunamos analegraiskos.

Empiriniai tyrimai rodo, kad pastaraisiais metais tik dalies akgipZos pasiskirgt
pagal lognormalji desn. Pastelkta, kad finansini aktyw graZos, ypa’jei matavimo
daZnis didelis (kas dien ar kas kelios valandos), pasizymi dideliu eksceso koeficientu,
kuris auga didjant gaay matavimo dazZniui. Didelis eksceso koeficientas lemia ir
didesre ekstremaliju reikSmi tikimybe — sunkesnes, nei normaliojo skirstinio, uode-
gas. Toel tam tikroms gazoms daryti normalumo prielad/ra nekorektiska.

Todél pastaraisiais metais vis did¢slemes tyrejai skiria stochastiniams mode-
liams, besiskiriantiems nuo klasikindifuziniy modeliy. Kai kurie autoriai silo nor-
maluji skirstini pakeisti kitais, geriau tinkamais skirstiniais. Pastaruoju metu tapo
populiaus a-stabilieji skirstiniai ir Levy procesai [2-5]. Parenkant (kalibruojant) tin-
kamus skirstinio parametrus, galima pakankamai gerai aproksimuotiacijpu
skirstinius. Tokiy modeliy pagrindinis tukumas yra tas, kad gaunamos sitiljos
skirstiniy analizires raiSkos ir gauti diferencialines lygtis, kurias iSsprendus gaunamos
pasirinkimo sandou kainos, dazniausiai nepavyksta. €pastaruoju metu kaip alter-
natyva tokiems modeliams mliai naudojamas skaitinis modeliavimas, kuris Zenkliai
suprastina praktini uzdaviniy sprendina ir iSplecia sprendziam uzdaviny klase.

Kadangi daugelis procaskuriais suloma aprasyti kaim dinamila, turi Markovo
proceso savylhi, tai tikslinga kaim kitima apraSyti Markovo procesu.

Siame straipsnyje pateiktas pasirinkimo sangliiainojimo algoritmas tariant, kad
bazinio aktyvo kainos kinta pagal Markovo proaesu tolydZiuoju laiku ir baigtine
busen aibe.
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2. Normalumo tikrinimas

Tikrinant akcijos gaa) pasiskirstyra daZzniausiai braizoma histograma su normaliojo
skirstinio tankio kreive ir naudojami Sie normalumo tikrinimo kriterijddrque—Bera,
Kolmogorov—-Smirnov, Cramer—von Mises, Anderson—Darling, Chi kvadiieo
panaudotaglarque—Berakriterijus, kadangi jis remiasi uient tais parametrais, ku-
riais akciy graa) pasiskirstymas aiSkiai skiriasi nuo normaliojo skirstinio. Likusieji
yra standartiniai kriterijaBASsistemoje.

Buvo tirtos 28 JAV ir 28 Lietuvos rinkas geriausiai atspirdos” akcijy graZos.
Atlikus normalumo testus, gauti rezultatai matomi 1 legjel’

Labiausiai normalumo kritetij paZei@ General Motors(GM) ir Pieno Z2vaigZds
(PZV1L), o didZiausa asimetrijos koeficieat tugjo Coca Cola (CO) ir Pieno
ZvaigZzes(PZV1L) firmy akcijos.

3. Finansinio aktyvo vertés dinamikos Markovo procesas

Kadangi akciji kainos turi atsitiktipcharaktey, tai realiai yra nezinoma pagal kpk
proces kinta ju kainos. Tiriant skirtingas akcijas, galima gautirius ju graay skirs-
tinius. TocEl modeliuojant akcij kainas, reikiu taikyti jvairius stochastinius mode-
lius, o tai Zenkliai apsunkintpasirinkimo sandoui ikainojimo modeliy kurima ir jy
panaudojin.

Kainu dinamika atspindi atsitiktinaktyvu veres kitima laike. Daugelis autayi
[6, 7] mano, kad atsitiktinis kain elgesys sus#s su efektyviosios rinkos hipoteze
(ERH). Si hipotee teigia, kad praeities informacija apie finansnkas visiskai at-
sispindi esamosiose finansinaktyw kainose ir kad rinkos akimirksniu reagudja
naup informacip apie aktyvus. IS Giprielaidy iSplaukia, kad aktyy kainy atsitiktin
kitima galima apraSyti Markovo procesu.

Tarkime, kadX yra atsitiktinis dydis, apraSantis laiko truknper kura akcijos
kaina pereina i$ vienosuisenog kita, t. y. pakinta kaina.

Norédami rasti galimas akdijkainas (bisem aibe) ir pegjimo intensyvum ma-
trica tarp j, turime sukonstruoti konko#s akcijos kain kilimo ir kritimo trukmiuy
skirstinius. Tam, kad procesasuth Markovo, truknes tarp lisemy pasikeitimo
skirstinys turi luti eksponentinis. Paprastai &lgga rera iSpildoma. Nezinomam
skirstiniui aproksimuoti panaudosime fiktywveksponentinj faziy metod [8].

Tarkime, kad teigiamo atsitiktinio dydZix (akcijos kainos pejimo iS vienos
busenog kita trukme) pasiskirstymo funkcija yr& (x). AproksimuokimeG (x) ek-
sponentini skirstiny miSiniu. Tarkime, kad egzistuoja skirstin@(x) pirmieji trys

llentek. JAV ir Lietuvos rinkas geriausiai atspindinakcijy graay pasiskirstymas

Normaliai DidZiausias DidZiausias Neigianmu Teigiamy
Akcijos  pasiskirgiusios eksceso asimetrijos asimetrijJ asimetrijJ
grazos koeficientas koeficientas skacius skacius

JAV 14 14,09 (GM) -0,9 (CO) 23 5

Lietuva 0 29,65 (PZV1L -3,18 (PZV1L) 14 14
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pradiniai momentain, k = 1, 3. Jie gali hifi Zinomi arba gautiy statistiniaijverciai
iS steletu duomen (laiko eilugs).
Apibrezkime kit atsitiktini dydj Y tokiu budu:

Y — Y1 su tikimybe po,
| Y1+ Y2 sutikimybe p1,

Cia Y1 ir Y2 nepriklausomi eksponentiskai pasiskersttsitiktiniai dydziai atitinkamai
Su parametraig1 ir pau2; p1+ p2 = 1. Sio dydZzio tankio funkcija yra

fO) = pzm(Memy _ &eﬂizpzy)_
H2p2 — H1 H2p2 — U1

Sia funkcija galima aproksimuoti skirstini6 (x) tankio funkcip. Aproksimuo-
jancios funkcijos parametrai, naudojant momentetod, yraijvertinami pagal for-
mules, pateiktas [9].

Tarkime, kad akcijos kaina gali tik paditl'arba tik sumagti nykstamu dydZiu per
nykstana laiko intervad. Tokia prielaida yra priimama konstruojant Brauno judesio
proces. Pasinaudodami pasirinktos akcijos istoriniais gadimamikos duomenimis,
aproksimuojame kaindidéjimo (indeksag) ir mazjimo (indeksagd) trukmiy tankio
funkcijas atitinkamai pagal formules

Mu _ Mu ou. Mupu o
0= (e - i)
2P — Mg Lps — b
d_ 4 d d
Ja) = pind (ot - R ey,

Zinant Sias funkcijas, galima apra3yti akcijos kakitimo dinamika Markovo gran-
dine su skaiia buseny aibe ir tolydZiuoju laiku. Sproces galima sumodeliuoti pasin-
audojus metodika, apraSyta [10].

ApibreSime kain buseny aibe. Tarkime, kad yra zinomos akcijos didziausioji ir
maziausioji kainos, t. y. visos galimos kainos priklauso atkaf§ain, Smaxl- Jeigu
pradireé akcijos kaina yr&y, tai kitos reikSnes nustatomos is lygyli

So = (Smax+ Smin)/2,

Syr=So+kA, k=1,---,n,

S r=So—kA, k=1,...,n,

A = (Smax— Smin)/2n;
Cian parenkamas laisvai. Tokiwiu viso yra 2 + 1 kainos liseny. Sunumerag Sias
busenas nuo 1 iki2+ 1, turésime toka kainy busemj erdve S = {S;,i =1, 2n + 1}.

Turint buseny erdwe ir pe€jimo intensyvumus tarpyj gautus i§ sukonstruotos

tankio funkcijos, galima sudaryti i sistena stacionariosiomsuseny tikimybéms

rasti. Tam tikslui C++ kalboje yra sukurta automatizuota Markovo madednstra-
vimo ir sprendimo programmiranga. Ji pagalvykiu aprasyrma generuoja galion
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buseny erdw, pegjimo intensyvurn matri@, sudaro lygiy sistena stacionarioms
Markovo proceso bseny tikimybéms suskaiuoti ir jas suranda. Pazyaje kainoss;
tikimybe p;, gauname akaijj kainy stacionauji skirstin {S;, p;,i =1, 2n + 1}.

4. EuropietiSkojo pirkimo pasirinkimo sandorio ikainojimas

Tarkime, kad reikia rasti akcijos pirkimo pasirinkimo sandorio kaimomentu, kuris
baigiasi momentul’ su ivykdymo kaina K. Sandoris gali bfi kaip europietisko,
taip ir amerikietiSko tipo. EuropietiSkojo sandorio emomentu? lygi C(T) =
max0, S(T) — K}. AmerikietiSkojo tipo sandorio vestyra max_1 . r{max@o, S, —
K)} =max0, S; — K} [11].

Tarkime, kad apil@Zta nagriejamo akcij proceso tikimybie erde {2, F, P}.
Kadangi Si erde’ yra diskreioji ir baigting, tai zinant pejimo tarp husen in-
tensyvuny matri@, galima nagriafi ir homogenie Markovo grandia su pegjimo
tikimybiy matricaP = (p;;), i, j =1,...,2n + 1, apibezia busen erd\gjeS.

Tarkime, kad laiko momentusandorio ve’'lygi C (¢), akcijos kaina yr&(t) = S;,
sandorio trukme’T — ¢, o jvykdymo kainaK = kgA. Tada sandorio vests skirstys
momentuT” yra toks:

P[C(T>=(j—ko>A] ps " >k

Plc(r)=0]=>"p§ ", Jj<ko (1)
1<ko

IS (1) raiSkos galime nesunkiai sustiaidti dominarecius sandorio veeSC vairius
tikimybinius dydzius. Pvz.C (r) salyginis vidurkis skatiuojamas taip:

E[CT)IS0)=5]= Y p§ ;" —ko)A. (2
Jj>ko

Finansinio aktyvo vedlaiko momentu, kai pabkaru normayra, lygi

() =v T PE[C(T)ISE) = 5]

=0T DN pl G koA, v=1+i)7 (3)
Jj>ko

Jeigu matricaP yra ergodi® ir skirtumasl” — yra pakankamai didelis, tai formules
(1), (2) ir (3) galima uzrasyti taip:
P[C(T)=(j — ko)Al =7, j> ko
P[C(T)=0l=)>"m.  j<ko (4)

1<ko
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E[C(D)IS@0) =58]= )" 7;(j —ko)A
j>kO (5)
Cty=v""3 " m(j —ko)A
Jj>ko

Ciam = (71, ..., m2,41) Yra buseny stacionanjuy tikimybiu vektorius.

5. Skaitmeninis pavyzdys

Nagrinekime ketunj ménesij laikotarpio Microsoft Corporatiofi akciju kainas. IS
stelety) praeities duomangalime tarti, kadSymax = 28, 10, Smin = 24, 15. Vidutinis
akcijos dienos kainos pokytis = 0, 1796. Tad akcijos kainos suskirstom@g inter-
valus. IS laiko eilugs gauti tokie pradiniai momentai:

m{ =2,2402 mY =11,6950 mY =85,725Q
mP =1,8321 mb=6,9676 mL =37,419Q
Aproksimuojarmios funkcijos parametrai Iyg
ny =0,4014 uY=12384 pY=0,2373
uP=0,5381 uP=0,3358 pP =0,0088

Pasulytu metodu akcii kainu dinamika apraSoma Markovo procesu. Pateikus
pradinius duomenis, nuskaitytus i tekssinbylos, programa suskaido galimas ak-
tyvo kainasi intervalus. Kiekvienas intervalas suvokiamas kaiséna ir suskailo-
jamos jJ stacionariosios tikimyés. Sukurtoji programiiranga pagal pateiktivykiu
apraSyma, sumodeliuoja 88usen aibe, pegjimu intensyvunu matri@ bei huseny
stacionarasias tikimybes. Dalis akcijtikimybinio skirstinio pateikta 1 pav.

Suskatiavus stacionaaisias tikimybes bei panaudojus 4 skyrelyje pateikan-
doriu {kainojimo algoritna, galima suskailoti sandorio kaia. Kiekvieno intervalo
(busenos) vidutia kaina yra traktuojama, kaip opcioiwykdymo kaina ir suskaiuo-
jama tokio sandorio ti&tina vere bei esamoji veet’

Buvo steletos kompanijosicDonaldsakciju keturiy mets kainos. Suskaitiokime
Sios akcijos pirkimo pasirinkimo sandorio kainTarkime, kad nerizikingoji pakaruy
norma lygi 5%, o sandorio trukenlygi 10 meti. Gautos modeliuotos akcijos pirkimo
pasirinkimo sandorio kainos matomos 2 legjel’

6. ISvados

Empiriniai tyrimai paro@, kad mazdaug pusei tirtJAV firmu akciju graa; galima
taikyti normalumo prielaid, kai tuo tarpu vig tirtu Lietuvos firmy akciu grazos
netenkino normalumo kriterijaus. Teltarbe pateikta metodika kaip neZingaktyw
vertes pasikeitimo trukms skirstim aproksimuoti eksponentii skirstiniy misiniu.
Tai leidzia aktyw dinamikos proces apraSyti Markovo grandine su skiai busen)
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[24,42-24,60]
[24,60-24,73]
[24,78-24,96]
[24,96-25,14]
[25,14-25,32])
125,32-25,50]
[25,50-25,68]
[25,68-25,86]
[25,86-26,04])
126,04-26,22]
126,22-26,39])
[26,359-26,57]
[26,57-26,751]
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[27,65-27,83)
[27,83-28,01)
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0,0001
0,0001
0,0003
0,0006
0,0013
0,0029
0,0064
0,0140
0,030
0,159
0,1502
0,1174
0,0997
0,0847
0,0719

0,0610 =

0,0518
0,0440
0,0374
0,0418
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1 pav. Akciy tikimybinio skirstinio dalis.

2 lenteE. Opcionakainojimas

lvykdymo kaina  Tiletina vere

Diskontuotoji ver’

35,34
45,99
50,38
55,39
60,41
65,42
75,45

38,42
10,31
5,92
3,08
1,54
0,72
0,05

23,59
6,33
3,63
1,89
0,95
0,44
0,03

erdve ir tolydZiuoju laiku. Procesui odeliuoti skaitiniu metodu yra sukurta pro-
gramiré priemor, kuri pagal sistemos funkcionavimo apragyivykiy kalba sug-
eneruoja galim kainu buseny aibe, peejimo intensyvumus tarpyjir busen sta-
cionarisias tikimybes. Zinant akcijos kairstacionauji skirstin, galima skaitiniais
metodaigkainoti pasirinkimo sandorius.
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SUMMARY

E. Valakevi€ius. Markov model of option pricing

In the article is proposed the algorithm of modeling the dynamics of asset prices by Markov process with
continuous time and countable set of states and numerical option pricing.

Keywords:assets dynamics, mixture of exponential distributions, Markov model of asset prices, numerical
option pricing.



