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Kombinatoriniai diskrěci ↪uj ↪u proces↪u optimizavimo
uždaviniai
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Diskretieji valdymo procesai yra svarbi optimaliojo valdymo teorijos bei prak-
tikos sudėtinė dalis. Daugelis faktori

↪
u lemia tai, kad diskreˇci

↪
uj

↪
u sistem

↪
u optimaliojo

valdymo problemoms skiriamas ypatingas d˙emesys. Pirmiausia, diskreˇciomis siste-
momis apib¯udinami daugelis dinamini

↪
u ekonomikos, transporto, medicinos, finans

↪
u

aptarnavimo ir pan. modeli
↪
u. Kita vertus, sprendžiant praktinius uždavinius daugelyje

atvej
↪

u jie diskretizuojami. Tai leidžia šiuos uždavinius spr
↪
esti taikant skaitinius kom-

piuterinius metodus.
Šiame darbe spr

↪
esime kombinatorin

↪
i diskreči

↪
uj

↪
u proces

↪
u optimizavimo uždavin

↪
i,

kuris nepriklauso klasikini
↪
u diskreči

↪
uj

↪
u valdymo uždavini

↪
u klasei. Nauja yra tai, kad

valdomos diskreˇciosios sistemos b¯usena apib¯udinama skirtingomis trajektorijomis, ku-
rios susietos su valdymo strategijos parinkimu. Pakeitus valdym

↪
a, keičiasi sistemos

būsen
↪
a aprašanˇci

↪
u lygči

↪
u skaičius. Šia prasme uždavinys ir yra vadinamas kombina-

toriniu.
Nagrinėsime diskreˇci

↪
uj

↪
u proces

↪
u optimizavimo uždavin

↪
i:

N−1∑
t=0

g0 (x (t) , t) → min, (1)

xi (t + 1) = fi (x (t) , t) , i=0,1,2, . . . ,M (t) , 0�M (t)�M, t=0,N−1, (2)

xi(t + 1) = xi(t), i = M(t) + 1, . . . ,M, (3)

su pradinėmis s
↪
alygomis

xi (0) = x0
i . (4)

Funkcijosg0,fi bei j
↪

u dalinės išvestin˙es yra tolydžios funkcijos,x0
i , i = 0,M, M−

− fiksuoti skaičiai.
(1)–(4) uždavinio sprendimui taikysime dinaminio programavimo metod

↪
a bei Pon-

triagino maksimumo princip
↪
a. Tam tikslui (1)–(4) uždavin

↪
i pertvarkysime

↪
i nauj

↪
a op-

timizavimo uždavin
↪
i, kuris prie tam tikr↪u s ↪alyg ↪u yra ekvivalentus duotajam. Toliau

apibūdinsime nauj↪aj
↪
i optimizavimo uždavin

↪
i. Pirmiausia apibr˙ešime nauj↪a trajektorij↪a:

xi (t + 1) = λi (t) xi (t) + (1− λi (t))fi (x (t) , t) , λi (t) ∈ [0;1] , i = 0,M. (5)
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Nesunku patikrinti, kad iš (5) išplaukia (2), kaiλi(t) = 0, kai i = 0,1, . . . , 0 �
M(t) � M.

Parink
↪
eλi(t) = 1, (5) lygt

↪
i galime pakeisti (3), kaii = M(t) + 1, . . . ,M.

Pažymėkime x = (x0(t); . . . ;xM(t))T , f = (f0; . . . ;fM)T , u = (u0(t); . . . ;
uM(t))T , ui(t) = λi(t) ∈ [0,1]; čia simbolisT reiškia transponavimo operacij

↪
a.

Tuomet (2) ir (3) lygtis galime apjungti ir užrašyti jas taip:

x (t + 1) = uT (t)Ax (t) + uT (t)Af (x (t) , t) + f (x (t) , t) ; (6)

čiaA – trimatė matrica, kuri tenkina s
↪
alyg

↪
a

uT (t)A =



λ0(t) 0 . . . 0
0 λ1(t) . . . 0
. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . λM(t)


 .

Pažymėkime

uT (t)Ax (t) + uT (t)Af (x (t) , t) + f (x (t) , t) = g (x (t) ,u (t) , t) .

Taigi sudarėme nauj
↪
aj

↪
i optimizavimo uždavin

↪
i

N−1∑
t=0

g0 (x (t) , t) → min
u∈U

, (7)

x (t + 1) = g (x (t) ,u (t) , t) , t = 1,N − 1, (8)

x(0) = x0, x0 = (x0
0; . . . ;x0

M), (9)

u(t) ∈ U,U = {
λi (t)

∣∣0≤ λi (t) � 1, i = 0,M
}
, (10)

kuris ekvivalentus (1)–(4), kaiλi(t) = 0, i = 0,1, . . . ,M(t), λi(t) = 1, i = M(t) +
1, . . . ,M.

Dabar tarkime, kadM(t), 0 � M(t) � M, t = 0,N − 1
↪
igyja panariui visas gali-

mas reikšmes nuo 0 ikiM.

↪Irodysime teorem↪a, kuri apibūdina optimaliojo valdymo strukt¯ur ↪a.

1 TEOREMA. Jei valdymasu(t) apibrėžiamas formule

ui (t) =
{

0, kai i = 0,1, . . . ,M (t) ,

1, kai i = M (t) + 1, . . . ,M,
(11)

ir tinka Belmano lygˇciai

B (x (t) , t) = min
u∈U

[
g0 (x (t) , t) + B (g (x (t) ,u (t) , t) , t + 1)

]
, t = 0,N − 1,

su kraštine s
↪
alyga

B (x,N − 1) = g0 (x,N − 1) ,
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tuomet(11)valdymas yra(1)–(4)uždavinio optimalus valdymas.

↪
Irodymas. Teoremos

↪
irodymui taikysime dinaminio programavimo metod

↪
a. Pagal

teoremos s
↪
alyg

↪
a (11) valdymas tenkina Belmano lygt

↪
i, todėl jis yra (7)–(10) uždavinio

optimaliuoju valdymu. Kadangi (1)–(4) uždavinys yra (7)–(10) atskiras atvejis, tai (11)
valdymas yra ir (1)–(4) uždavinio optimaliuoju valdymu.

Teorema
↪
irodyta.

Išnagrinėsime dabar bendr
↪
aj

↪
i atvej

↪
i, kai (1)–(4) sistemos faziniai kintamieji n˙era

sunumeruoti eil˙es tvarka. Tam išspr
↪
esime dar vien

↪
a kombinatorin

↪
i optimizavimo už-

davin
↪
i:

N−1∑
t=0

g0 (x (t) , t) → min, (12)

xi (t + 1) = fi (x (t) , t) , i ∈ I (t) = {
i0, i1, . . . , iM(t)

} ; (13)

I (t) ⊂ {0,1, . . . ,M} , 0� M (t) � M, t = 0,N − 1.

xi (t + 1) = xi (t) , i∈̄I (t) , (14)

xi (0) = x0
i , i = 0,M. (15)

Pažymėkimexi(t + 1) = λi(t)xi (t) − (1− λi(t))f (x(t), t); čiaλi(t) ∈ [0;1], f =
(f0, . . . ,fM), u = (u0(t), . . . ,uM(t)).

Analogiškai samprotaudami, kaip ir pertvarkant (2)–(3) lygˇci ↪u išraiškas, (13)–(14)
lygtis apjungsime

↪
i vien ↪a visum↪a.

Gausime

xi(t + 1) = λi(t)xi (t) − (1− λi(t))f (x(t), t), xi(t) ∈ [0;1],
x (t + 1) = uT (t)Ax (t) + uT (t)Af (x (t) , t) + f (x (t) , t)

= uT (t)Ah(x (t) , t) + f (x (t) , t) , t = 0,N − 1,

h (x (t) , t) = f (x (t) , t) + x (t) .

Taigi (12)–(15) kombinatorin
↪
i optimizavimo uždavin

↪
i pertvarkėme

↪
i klasikin

↪
i

diskreči
↪
uj

↪
u sistem

↪
u optimizavimo uždavin

↪
i:

N−1∑
t=0

g0 (x (t) , t) → min, (16)

x (t + 1) = uT (t)Ah(x (t) , t) + f (x (t) , t) , (17)

x(0) = x0, x0 = (x0
0, x0

1, . . . , x0
M). (18)

2 TEOREMA. Sakykime valdymasu0 = (u0
0(t), . . . ,u

0
M(t))T , t = 0,N − 1 tinka

Belmano lygˇciai:

B (x (t) , t) = min
u∈U

[
g0 (x (t) , t) + B (x (t + 1) , t + 1)

]
,
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su kraštine s
↪
alyga

B (x,N − 1) = g0 (x (t) , t)

ir išpildoma s
↪
alyga

ψT (t + 1) h (x (t) , t) �= 0, ∀t ∈ 0,N − 1; (19)

čia

ψ (t) = ∂H (x (t) ,ψ (t) ,u (t) , t)

∂x
,

H (x,ψ,u, t) = g0 (x (t) , t) + ψT (t + 1)
(
f (x (t) , t) + uT (t)Ah(x (t) , t)

)
,

t = 0,N − 1, (20)

tuomet aibėsI (t)elementais yrais , kuriemsu0
is
(t) = λis (t) = 0.

↪
Irodymas. Teoremos

↪
irodymui taikysime maksimumo princip

↪
a. Pagal teorem

↪
a

s
↪
alygos valdymasu0(t) tenkina Belmano lygt

↪
i, todėl jis yra (16)–(18) uždavinio op-

timaliuoju valdymu. Remiantis maksimumo principu, galime teigti, kad optimalus
valdymasu0(t) ir j

↪
i atitinkanti trajektorijax0(t) tenkina ir maksimumo s

↪
alyg

↪
a:

H
(
x0 (t) ,ψ0 (t) ,u0 (t) , t

)
= max

u∈U
H

(
x0 (t) ,ψ0 (t) ,u, t

)
, t ∈ 0,N − 1.

Kadangi (20) Hamiltono funkcija yra tiesin˙e u atžvilgiu ir teisinga (19) nelygyb˙e,
tai optimalusis valdymas

↪
igyja dvi reikšmes 0 arba 1. Iš to anksˇciau minėto ryšio tarp

(12)–(15) ir (16)–(18) uždavini
↪
u išplaukia teoremos tvirtinimas.

Teorema
↪
irodyta.

Reziumuojant darbe gautus rezultatus galima teigti, kad buvo suformuluoti nauji
neklasikiniai diskretieji optimizavimo uždaviniai. Buvo sukurta metodika, kaip šiuos
uždavinius pertvarkyti

↪
i tipinius optimizavimo uždavinius, kurie jau išsprendžiami di-

naminio programavimo ir maksimumo principo metodais.
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SUMMARY

Nijol ė Janušauskait˙e. The combinatorial optimization problems of the discrete processes

Nonclassic combinatorial optimization problems of thediscrete processes are investigated. The methodol-
ogy, permitting transform there problems into equivalent typical problems, which can be solved applying
dynamic programming and principle of the maximum methods, is proposed.
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