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Reziumė.Darbe nagrin˙ejama priverstin˙es sinchronizacijos sistema, sudaryta išn generatori↪u, kuri ↪u vienas
(vedantysis) priverstinaisinchronizuoja(n−1) sujungt↪u ↪i žied ↪a valdom↪u generatori↪u.Šiai sistemai sudary-
tas matematinis modelis, gautos pereinam↪uj ↪u funkcij ↪u matricos element↪u tikslios analizinės išraiškos.

Raktiniai žodžiai:sinchronizacijos sistema, diferencialin˙es lygtys, vėlavimas.

1.
↪
Ivadas

Valdymo sistemos naudojamos
↪
ivairiuose gamybos procesuose, informacijos per-

davimo ir paskirstymo tinkluose. Dažnai tenka
↪
ivertinti valdymo signal

↪
u vėlavimus

tokiose sistemose ir nagrin˙eti sudėtingesnius matematinius modelius – matricines
diferencialines lygties su v˙eluojančiu argumentu [1, 2].

Šiame darbe nagrin˙esime daugiamat
↪
e valdymo sistem

↪
a, aprašom

↪
a matricine difer-

encialine lygtimi

Dx (t) = B0x (t) + B1x (t − τ) + z (t) ; (1)

čia D – apibendrinto diferencijavimo operatorius (taikomas apibendrintoms funkci-
joms),B0 = diag(0,−κ,−κ, . . . ,−κ) – n-tosios eilės diagonalioji matrica,κ – koefi-
cientas,B1 = κ

3B,

B =




0 0 0 · · · 0
1 0 1 1
1 1 0 1 0
1 0 1 0 1
...

. . .
...

1 1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 0 · · · 0 1 0




(2)

n-tosios eilės skaitinė matrica,x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t))T – ieškoma vektorin˙e
funkcija (čiaT žymi transponavimo operacij

↪
a),z(t) – vektorinė funkcija, priklausanti

nuo pradini
↪
u s

↪
alyg

↪
u, τ – pastovus v˙elavimas.

Valdymo sistemos, aprašomos (1) lygtimi, pavyzdžiu gal˙et
↪
u būti ryšio tinklo priver-

stinės sinchronizacijos sistema, sudaryta išn generatori
↪
u, kuri

↪
u vienas (vedantysis)

priverstinai sinchronizuoja(n − 1) sujungt
↪
u

↪
i žied

↪
a valdom

↪
u generatori

↪
u [3].
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Ištirsime šios sistemos dinamik
↪
a. Tuo tikslu išspr

↪
esime (1) lygt

↪
i ir, remdamiesi

gautu sprendiniu, rasime sistemos reakcij
↪
a

↪
i vienetinės funkcijos formos poveikius.

2. Matricin ės diferencialinės lygties sprendimas

(1) matricin
↪
e diferencialin

↪
e lygt

↪
i spr

↪
esime naudodami nuoseklaus integravimo („žin-

gsni
↪
u“) metod

↪
a [3]. Taikydami š

↪
i metod

↪
a, interval

↪
a 0� t < +∞ dalijame

↪
i dalinius

intervalus, kuri
↪
u ilgiai lygūs vėlavimui τ . Kiekviename daliniame intervale (1) dife-

rencialin
↪
e lygt

↪
i sprendžiame atskirai, kaip lygt

↪
i be vėluojančio argumento. Sprendinys,

gautas kuriame nors intervale, yra pradin˙e funkcija (pradin˙e s↪alyga) sprendžiant lygt
↪
i

tolimesniame intervale. Panaudojus Laplaso transformacij
↪
a, (1) matricinės diferencia-

linės lygties sprendin
↪
i parašome taip:

x(t) ÷
L∑

l=0

(
A−1B1e

−pτ
)l

A−1Z (p) , 0� t < (L + 1) τ ;

čiaA=pE−B0; E– vienetinėn-tosios eilės matrica,A−1= 1
p+κ

diag(p+κ
p

,1,1, . . . ,1),

Z(p) ÷ z(t), Z(p) – funkcijosz(t) Laplaso transformacija (÷ – operatorin˙es lygybės
simbolis, siejantis pirmavaizd

↪
i su jo vaizdu),L = 0,1,2, . . ..

↪
Ivertin

↪
e (2), rašome

x(t) ÷
L∑

l=0

(κ

3

)l
e−plτ (A−1)lBlA−1Z(p), 0� t < (L + 1)τ. (3)

Rasime nagrin˙ejamos sistemos pereinam
↪

uj
↪

u funkcij
↪
u matric

↪
a h(t) = (hij (t)); čia

hij (t) (i, j = 1,n) – i-tojo generatoriaus virpesio faz˙es reakcija
↪
i j -tojo generatoriaus

virpesio fazes vienetin
↪
i šuol

↪
i.

Pasinaudoj
↪
e (3) sprendiniu, randame [3]:

h(t) = (hij (t)) ÷
L∑

l=0

(κ

3

)l

e−plτ (A−1)lBlA−1, 0� t < (L + 1)τ. (4)

3. Matricos B l-tasis laipsnis

MatricosB l-t
↪
aj

↪
i laipsn

↪
i (l ∈ N) rasime pasinaudoj

↪
e išraiškaBl = T J lT −1[4], kurioje

J – matricosB Žordano forma,T – transformuojanˇcioji matrica. MatricasJ ir T

rasime, jeigu žinosime matricosB tikrines reikšmes ir tikrinius vektorius. MatricosB
tikrines reikšmes rasime išsprend

↪
e charakteristin

↪
e lygt

↪
i

|B − λE| = 0. (5)
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Pažymėkime

Dn (α) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α 0 0 · · · 0
1 α 1 1
1 1 α 1 0
1 0 1 α 1
...

. . .
...

1 1 α 1 0
1 1 α 1
1 1 · · · 0 1 α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; (6)

čiaα ∈ R. Tada

|B − λE| = Dn(−λ). (7)

Atlik
↪
e reikiamus pertvarkymus, randame:

Dn(α) = 2α
(
Tn−1

(α

2

)
− (−1)n−1

)
; (8)

čiaTn(x) – n-tojo laipsnio pirmojo tipoČebyševo daugianaris:

Tn(x) = cos(narccosx), −1� x � 1. (9)

DaugianarioTn(x) visi nuliai yra intervale[−1,1] ir gali būti surasti, naudojantis
formule [5]:

xnk = cos
(2k − 1) π

2n
, k = 1,2, . . . ,n. (10)

Remiantis (16) išraiška, randame daugianarioTm(y) − (−1)m šaknis:

yk = cos
kπ

m
; (11)

čia k = 1,3,5, . . . ,m nelyginiamsm ir k = 0,2,4, . . . ,m lyginiamsm.
Toliau atskirai nagrin˙esime atvejus, kain = 4,n = 6 ir n = 8.
Tegul n = 4 (n yra sinchronizacijos sistemos generatori

↪
u skaičius ir matricosB

eilė). ↪Ivertin
↪
e (7), (8) ir (11) išraiškas, randame (5) charakteristin˙es lygties šaknis (ma-

tricosB tikrines reikšmes):

λk =
{−2 coskπ

3 , k = 1,3,

0, k = 2.

↪
Ivertin

↪
e tikrini

↪
u reikšmi

↪
u kartotinum

↪
a, parašome matricosB Žordano form

↪
a:

J = diag(λ1,λ1,λ2,λ3) = diag(−1,−1,0,2).
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Pasinaudoj
↪
e lygybeJ = T −1BT randame matricasT ,T −1 ir matric

↪
aBl[4]:

Bl= T J lT −1=



0 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0




l

= 1

3




0 0 0 0
a0 a1 a2 a2
a0 a2 a1 a2
a0 a2 a2 a1


= 1

3

(
K L

M N

)
4×4

; (12)

čiaK = (0)1×1, L = (0 0 0)1×3, MT = (a0 a0 a0)1×3,

N =

a1 a2 a2

a2 a1 a2
a2 a2 a1


 = circ(a1, a2, a2)(N yra cirkuliantinė matrica, kuriai kartais nau-

dosime sutrumpint
↪
a pažymėjim

↪
a circ(·) [6]),

a0(l) = 2l−13, a1(l) = 2l + 2(−1)l , a2(l) = 2l − (−1)l . (13)

Kai n = 6, analogiškai gauname:

λk =
{−2 coskπ

5 , k = 1,3,5,

0, k = 2,

J = diag(λ1,λ1,λ2,λ3,λ3,λ5) = diag(−a,−a,0, b,b,2),

a = 2 cos
π

5
, b = 2 cos

3π

5
,

Bl = 1

5

(
K L

M N

)
6×6

; (14)

K = (0)1×1, L = (0 0 0 0 0)1×5, MT = (a0 a0 · · · a0)1×5,

N = circ(a1, a2, a3, a3, a2) ,

a0(l) = 2l−15, a1(l) = 2l + 2(−a)l + 2bl, a2(l) = 2l + (−a)l+1 + bl−1,

a3(l) = 2l + b(−a)l − abl. (15)

Tuo atveju, kain = 8, turime:

λk =
{−2 coskπ

7 , k = 1,3,5,7,

0, k = 4,

J = diag(λ1,λ1,λ3,λ3,λ4,λ5,λ5,λ7) = diag(−a,−a,−b,−b,0, c, c,2) ,

a = 2 cos
π

7
, b = 2 cos

3π

7
, c = 2 cos

5π

7
,

Bl = 1

7

(
K L

M N

)
8×8

; (16)

K = (0)1×1, L = (0 0 0 0 0)1×7, MT = (a0 a0 · · · a0)1×7,

N = circ(a1, a2, a3, a4, a4, a3, a2) ,
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a0(l) = 2l−17, a1(l) = 2l + 2(−a)l + 2(−b)l + 2cl,

a2(l) = 2l + (−a)l+1 + (−b)l+1 + cl+1, a3(l) = 2l + c(−a)l − a(−b)l − bcl,

a4(l) = 2l − b(−a)l + c(−b)l − acl. (17)

4. Pereinam
↪

uj
↪

u funkcij
↪

u matrica

↪Istat
↪
e matricosBl išraišk↪a ↪

i (4) ir atlik
↪
e atvirkštin

↪
e Laplaso transformacij↪a, rasime

sinchronizacijos sistemos pereinam↪uj ↪u funkcij ↪u matric↪a.
Kai n = 6, matricaBl išreiškiama (14) formule.↪Istat

↪
e j ↪a ↪

i (4) ir atlik
↪
e atvirkštin

↪
e

Laplaso transformacij
↪
a, randame:

h(t) = (hij (t)) =
(

C D

F G

)
6×6

;

C = (1(t))1×1, D = (0 0 0 0 0)1×5, F T = (h0 h0 · · · h0)1×5,

G = circ(α + h1,h2,h3,h3,h2),

čiaα(t) = e−κt1(t),

h0(t) =
L∑

l=1

a0(l)

5 · 3l

[
1−

l−1∑
k=0

κk(t − lτ )k

k! e−κ(t−lτ)
]
· 1(t − lτ ), 0� t < (L + 1)τ,

hi (t) =
L∑

l=1

κl

5 · 3l
ai(l)

(t − lτ )l

l! e−κ(t−lτ) · 1(t − lτ ), i = 1,3; 0� t < (L + 1)τ,

koeficientaiai(l) (i = 0,1,2,3) apibrėžiami (15) išraiška.
Analogiškai užrašoma pereinam

↪
uj

↪
u funkcij

↪
u matrica, kain = 6 ir n = 8. Dėl vietos

stokos ši
↪
u matric

↪
u išraišk

↪
u čia nepateiksime.

5. Išvados

1. Gautos pereinam
↪
uj

↪
u funkcij

↪
u analizinės išraiškos gali b¯uti panaudotos sinchro-

nizacijos sistemos pereinam
↪
uj

↪
u proces

↪
u tyrimui, statistini

↪
u charakteristik

↪
u skaičia-

vimui, darbo nusistov˙ejusiame režime analizei.
2. Pereinam

↪
uj

↪
u funkcij

↪
u skaičiavimo metodas, panaudotas šiame darbe, gali b¯uti

pritaikytas kitoms valdymo sistemoms, kurios yra aprašomos tiesine matricine
diferencialine lygtimi su v˙eluojanči

↪
u argumentu.
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SUMMARY

T. Sidekerskiene, J. Rimas. Analytical investigation of the control sysytem with delays

The forced synchronization system compared ofn oscillators(n = 4,6,8) is analysed. Exact analytical
expressions for elements of the step responses matrix of the system are derived.

Keywords:synchronization system, differential equation, delay.


