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1.
↪
Ivadas

Sakykime, yra dvi atsitiktini
↪

u dydži
↪
u (a.d.) sekos:{Xj,j � 1} – nepriklausomieji a.d.

su tolydži
↪
aja skirstinio funkcijaF(x) = P (Xj � x); {Nn,n � 1} – a.d.,

↪
igyjantieji tik

sveikas teigiamas reikšmes su skirstinio funkcijaAn(x) = P (Nn � x). A.d. Xj ir Nn

su visaisj � 1 ir n � 1 yra nepriklausomi.
Pažymėkime:

Zn = max(X1, . . . ,Xn), Wn = min(X1, . . . ,Xn).

Šias strukt¯uras normalizuojame Kramerio transformacijomis [2]:

Z̃n = n
(
1− F(Zn)

)
, W̃n = nF (Wn).

Tada

P (W̃n � x) = P (Z̃n � x) = 1−
(
1− x

n

)n

, 0� x � n, (1)

ir netolygusis konvergavimo greiˇcio
↪
ivertis [3]

0� �n(x) = P (W̃n � x) − (1− e−x) = e−x −
(
1− x

n

)n
� x2e−x

2(n − 1)

bei tolygusis

sup
x

�n(x) � 2e−2

n − 1
.

Mus domins strukt¯ur
↪
u su atsitiktiniu komponenˇci

↪
u skaičiumi, normalizuot

↪
u Krame-

rio transformacijomis,

W̃Nn
= nF (WNn

), Z̃Nn
= n

(
1− F(ZNn

)
)

asimptotinis elgesys, kain → ∞.
Netiesinio normalizavimo bendrieji atvejai yra tirti, pavyzdžiui, [4], [5] ir [1] dar-

buose. Konkretaus normalizavimo (Kramerio transformacijos) atveju gausime tik-
slesnius

↪
iverčius negu [1] darbe.
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2. Teigini
↪

u formuluot ė ir
↪
irodymas

TEOREMA.
• Jeigu P

(
Nn

n
� x

) → A(x), kai n → ∞, tai

P (W̃Nn
� x) → �(x) = 1−

∫ ∞

0
e−xz dA(z).

• Jeigu A(+0) = 0 ir x
n

= q < 1, tai

�Nn
(x) = P (W̃Nn

� x) − �(x) � x2

2n(1− q)

∫ ∞

0
ze−xz dAn(nz)

+ x

∫ ∞

0

(
A(z) − An(nz)

)
e−xz dz. (2)

Iš teoremos išplaukia šie teiginiai:

1 teiginys. Netolygusis
↪
ivertis (2) galioja ir maksimum

↪
u struktūrai Z̃Nn

= n(1 −
F(ZNn

)).

2 teiginys.I (2)
n (x) � x2

2n(1−q)
· MNn

n
(žiūr. (3)).

3 teiginys. Jeigu yra tolygusis
↪
ivertis supz(A(z) − An(nz)) � δn, tai I (1)

n (x) � δn

(žiūr. (3)).

Teoremos
↪
irodymas. Panaudoj

↪
e pilnosios tikimybės formul

↪
e, gauname:

P (W̃Nn
� x) = 1−

∑
k

((
1− x

n

) k
n

)n

P (Nn = k) = 1−
∫ ∞

0

(
1− x

n

)nz

dAn(nz).

Skaičiuodami rib↪a, gauname teoremos pirmosios dalies
↪
irodym ↪a:

lim
n→∞ P (W̃Nn

� x) = � (x) = 1−
∫ ∞

0
e−xz dA(z).

Toliau:

�Nn
(x) =

∫ ∞

0
e−xz dA(z) −

∫ ∞

0

(
1− x

n

)nz

dAn(nz)

=
∫ ∞

0
e−xz d

(
A(z) − An(nz)

) +
∫ ∞

0

(
e−xz −

(
1− x

n

)nz
)

dAn(nz)

= I (1)
n (x) + I (2)

n (x). (3)

Pradžioje
↪
ivertinameI (2)

n (x). Turime:

0 � e−xz −
(
1− x

n

)nz = z

∫ e−x

(1− x
n
)n

tz−1 dt � ze−xz

(
ln e−x − ln

(
1− x

n

)n
)
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= ze−xz x2

2n

(
1+ 2x

3n
+ 2x2

4n2
+ . . .

)
� e−xzzx2

2n(1− q)
. (4)

Tokiu būdu

I (2)
n (x) � x2

2n(1− q)

∫ ∞

0
ze−xz dAn(nz). (5)

Pertvarkome d˙emen
↪
i I

(1)
n (x):

I (1)
n (x) =

∫ ∞

0

(
An(nz) − A(z)

)
de−xz = x

∫ ∞

0

(
A(z) − An(nz)

)
e−xz dz. (6)

Iš (5), (6) ir (3) išplaukia teoremos antrosios dalies
↪
irodymas.

3. Pavyzdys

Tarkime, kad

P (Nn = k) = 1

n
, 1� k � n.

Tada

An(nx) = x − {nx}
n

,

čia {x} – skaičiausx trupmeninė dalis.

A(x) − An(nx) = {nx}
n

� 1

n
; I (1)

n (x) � 1

n
; I (2)

n (x) � x2

4n(1− q)

(
1+ 1

n

)
.

4. Spr
↪
estini uždaviniai

1. Bendrosios skirstinio funkcijosP (ŴNn
< x, ẐNn

< y) asimptotinė analizė.
2. k-t ↪uj ↪u ekstremali↪uj ↪u reikšmi↪u

X̃k,n = nF (Xk,n) ir X̃n−k+1,n = n
(
1− F(Xn−k+1,n)

)
asimptotinė analizė. J

↪
u bendr

↪
uj

↪
u skirstini

↪
u analizė.
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SUMMARY

A. Aksomaitis. Asymptotical analysis of Cramer‘s transforms for extrema

Asymptotic of normalized extrema of independent identically distributed random variables is analyzed.
Normalization – Cramer‘s transforms [2].

Keywords: extremes, Cramer‘s transforms, rate of convergence.


