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1. Deagregavimo uzdaviniai bei nagriejami ju sprendimo metodai

lvairiose srityse (pavyzdZiui, astronomijos, hidrologijos, makroekonomikos, sociolo-
gijos ir pan.) daZnai yra susiduriama su agreguotais duomenimis, kur stebimos tik
agreguotos, o ne atskirobjekty ar subjekti charakteristikos. Agreguoti duomenys
negali hiti tokie pat informatyus apie individuali (mikro) proces savybes, t@au

i$ agreguai duomem tam tikrais atvejais galima atkurti bent fafjregavimo metu
prarastos informacijos. PavyzdZiui, t@ahanoma darant prielaid kad agreguoti
duomenys gauti iS nepriklausanvienodai pasiski€iusiu ,elementan“ dydziu su
Zinoma strukiira. Uzdaviniai, kuni tikslas — i§ agreguotos laiko ei@s atstatyti indi-
vidualiy proces savybes, vadinami deagregavimo uzdaviniais.

Toliau nagrirejamame deagregavimo uzdavinyje mikro lygmens laiko eslut’
apibréZiamos dvigubu stochastiniu procesu, kuriame ne tik triukSmo (inoyadwjm-
ponen€, bet ir proceso parametrai yra atsitiktiniai. UZdavinio esmstebinttik
agreguotus duomenis, jvertinti atsitiktiniu paramety benda skirstin. Lvairius Sio uz-
davinio aspektus nagm®jo Dacunha—Castelle, Oppenheim (2001), Leipus ir kt. (2006)
(LOPV), Chong (2006), Celov ir kt. (2007). Glaadipiniu tokiy agregavimo, deagre-
gavimo uzdavini bei su jais susijugitolimos priklausomyes sek savybu apZvalg
galima rasti Celov ir Leipaus (2006) darbe.

Minetuose darbuose nagejamas individuali AR(1) proces

Y =aPyY 4 +6P, ez, j=12..., (1.1)

agregavimal kuriuoseY,(j) — j-ojo individo charakteristikay, — individualiems

procesams bendros inovacijos[(,’) — individualios mikrolygmens inovacijos, su-

darartios stipraja balto triuksmo se¥, a'/) — absoliwiai tolydus atsitiktinis parame-
tras su nezinoma tankio funkcijax). Laikoma, kad dydziai /), ¢ ir 1, yra neprik-

1Bendresnis modelio variantas yra nagjarnas, pavyzdZiui, Zaffaroni (2004), kuomet bendros ino-
vacijos nusakomogy,, taip atsiZvelgiaritheterogeningkindividu reakcigi bendruosius impulsus.

2Stipriuoju baltu triuk$mu vadinama vienodai pasiskinsiy atsitiktiniu dydZiy sekas;, ¢t € Z su
vidurkiu Ee, = 0 ir dispersijaEe? = 1.
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lausomi. Paprastumoetki (1.1) sely agregavimo schemoje daroma prielaida, kad
e) =0, vt <0 (Linden (1999), Chong (2006)).

Straipsnyje nagrigjami ir palyginami du alternatyis deagregavimo metodai.

Pirmasis Chong (2006) W/omasg(x) vertinimo metodas remiasi prielaida, jog
ieSkoma tankio funkcija nusakoma-os eiEs polinomu, todl vertinimui gali-
ma panaudoti baigtinskaiiu polinominio tankio empirini momeng. IS teigianu
metodo savyhij iSskirtinas jo realizavimo paprastumas, multimodalumo savtdorp
neigiamy — prastesaaproksimacija uz toliepriklausomyk ,atsaking“ tankio taski
aplinkose. Pamigtina, kad autorius korektiSkos modelio formos parinkimui yasi
Wald tipo tesq, nors alternatyva remiasi prielaida, jog tankis iSujigryra polino-
minis. Kartu straipsnyje pateikiamas informacinis kriterijus optimalios polinominio
skirstinio eiks m parinkimui, bei parodoma vertinimo modifikacijf®, 1) atrana
paketiant intervalu(—1, 1). Detaliau apie Chongsioma vertinimo metod pasako-
jama 2 skyriuje.

Nesunku matyti (Zr., pvz., Granger (1980)), kad sumuajaft.1) proceg, domin-
uoja bendy inovaciyy komponerg N, kurios dispersija auga kaip(®2). Nesant
Siam bendrajam nariui, agreguotas proces#s kitoks — individualiy inovaciy dis-
persija digtty eile QN). Pastarasis atvejis nagejamas, pavyzdZiui, Leipaus ir kt.
(2006) darbe, kuriamewioma deagregavimo schema, besiremianti AR(1) parametro
skirstinio tankio aproksimavimu ortogonaliaisiais Gegenbauerio (ultrasferiniais) poli-
nomais. Leipaus ir kt. (2006), Celov ir Leipaus (2006), Celov, Leipaus ir Philippe
(2007) darbuose nagefama individuali proces lygtis, nusakoma tokiu AR(1) pro-
cesu su atsitiktiniu parametru:

v Zaiy0 4o rez, =12, w2
Ciaa'/) tankis turi semiparametripavidag
9(x)=(1—0)"L+x)?Y(x), d1>0, d2>0, (1.3)

kur ¥ (x) yra tolydi [—1; 1] intervale funkcija. Pasteina, kad lyginant su poli-
nomine tankio funkcijag(x) yra tinkamesa nagrireti spektrinio tankio ypating
taSly aplinka. Tankio vertinimas remiasi tuo, kad individugproces bei agreguotos
laiko eilutes autokovariacies strukiiros sutampa. Taigi, vertinant tankaudojami ne
iprastiniai momentai, o autokovariacijos. (1.2) modelio vertinimas trumpai aprasytas
3 skyriuje.

4 Sijo straipsnio skyriuje Sie du metodai palyginti taikant Monte Karlo modelia-
vima ir aptartos abiej metods stipriosios bei silpnosios pes. 5 skyriuje pateiktos
baigiamosios pastabos.

2. Polinominio maiSartio tankio vertinimas Chong metodu

Kaip minéta, Chong (2006) nag®&o atvej, kuomet (1.1) modelio parametro €
[0; 1) tankise(x) turi polinomin pavidah:

m m

1
o(x) = ch‘vl[Oil)(x)’ @(x) >0, /0 px)dx = Z - i 1= 1 (21
s=0 s=0
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Vertinant Chong metodu, remiamasujy moment iSraiSka

" C
E@)=) ——, r=0,...,m. 2.2
(a") §S+r+l,r v (2.2)
Agreguojant (1.1) lygtis ir turint galvoje, kaﬁfff =0, gaunama, kad/ individualiy

procesi empirinis vidurkis?t(N) =N"1 Z?’:l Y,(j) turi pavidah

t N t N
- 1 : 1 ; j
Yt(N) _ Z 5 Z(a“’)rnw +§ :N § :(a(J))rgt(er_
r=0"" j=1 r=0  j=1
Todél, pagal tikimyle,

t
rN - Y E@)n_, =Y, N-o.
r=0

Papildomai darant prielaig kad auk&au nusakytas proces#s yra apgeziamas,
gaunama jo ARoo) reprezentacija

o0 o0 1 _
Y=Y AiY_j+n. ZAijzl—(ZE(ar)Lr> g (2.3)
j=1 j=1 r=0

kurioje L Zymi pawlinimo operatoti (LY, = ¥;_1). Koeficientai A; iSreiskiami
rekurentidkai per polinominio tankio momentus atvirk&giai, momentai atstatomi
iS AR(o00) koeficient)

s—1
E@@)=)_E(@)As. (2.4)

r=0

Turint ,nupjautos” ARH) lygties jverCius ij, j=1...,H ir remiantis em-
piriniu (2.4) lygties analoguit, = Zj;(l) [LerS,r, galima rasti momentu, := E(a*)
iverdius /i,. Cia H turi pavidah H = Anf, 1/2 < B <1, A > 0, kur n yra agreguo-
tos sekos ilgis. Kadangi polinominis tankis nusakomas savo koeficiektoriumi
C = (co,c1,...,cp), tai zinant empirini moment vektoriy A = (1, i1, ..., fim)

3Apgre?iant lygt ¥, = 6(L)n, lygti, Tia 6(L) := 1+ >j_16,L/, reikia iSspesti lygi = (L) :=
Zj‘;o ;L) =1/6(L) nezinonu paramety z; (arbad;) atzvilgiu. leSkomi koeficientai yra atitinkamai
mo=1; = —Zi:leﬂj_k, O0<j<t = —Z;(:leT[j_k, j>tarbadg=1; 9j = _Zi:lﬂkej—k’
0<j<t;0;=0,j>rt.
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bei apibeziant pagalbia matri@

() supp =1[0; );

b
s,r=0

(_1\SHr+1\

i§ lygybés A = C nesunku rasti ieskomuger&ius C = Q1A

2.1 pastaba.Polinomo ei€sm parinkimui Chong (2006) slo informacin kriterijuy,
pagal kuim = argminQ (m), €ia Q (m) yra atstumas tarp empirimagreguoto proceso
autokoreliaciy ir teoriniu autokoreliacij, kuriose vietoj teorinj polinominio tankio
koeficient) istatomijveréiai C.

2.2 pastaba.Chong (2006) taip pat parodo, kad tolimos priklausoss/isavyl®*
Y e loy ()| = oo polinominio tankio atveju yra iSpildyta tuomet, kai+1) > 0.
Polinominis tankis blogai ,veikia“ singuliarumo tagkl ir —1 aplinkose ir neapima
Beta Seimos tanki kurie lanksiau apraSo tolimos priklausomgb parameg.

3. Semiparametrinio maisartio tankio vertinimas LOPV metodu

Leipaus ir kt. (2006) (toliau LOPV) darbe nusakyta AR(1) pracegagregavimo
schema remiagvade apibeZtomis prielaidomis, bei papildomalgga, kadE[1/(1 —
a®)] < oo. 13 31 salygy iSplaukia, kad(1.2) lygtys turi stacionay sprendin Be to,
remiantis Oppenheim ir Viano (2004), dalinsumy sekaX,(N) = %WZL Yt(”,

t € Z silpnai konverguoja stacionan Gauso proces{X,,t € Z}, kai N — oo. Sis
procesas vadinamagreguotu procesu.

Laikoma, kad atsitiktinio dydZia tankis¢(x) turi (1.3) semiparametria forma,
kurioje ¥ (x), x € [—1; 1] yra neneigiama ir tolydi taSkuosel funkcija, tokia kad
¥ (£1) #0.

Remiantis ¢(x) apib©zimu, nesunku rasti agreguoto proceX¥p kovariacire
funkcija ir spektrin tanki, kurie sutampa smY,(” kovariacine funkcija bei spektriniu
tankiu ir yra lygis atitinkamai:

1
a(h):/ —— o) dx, heZ;
-1 1—x2

Y R/ C)) .
f(x)_z/lm dx, re[-m; 7] (3.1)

4Kitas tolimos priklausomys apibeZimas siejamas su daZnio sritimi — tuomet tolima priklausamyb’
nusakoma spektrinio tankio elgesiu nulio aplinkofe) ~ |A|=2/ L(1), kai» — 0, d € (0; 0,5), 0 L(X)
— letai kintanti prie 0 funkcija.
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Pastebsime, kad agreguotas procesas turi tolimos priklausesavyk (t.y.,
Y ore oo lo(h)| = oo) tada ir tik tada, kai

1
| = (3.2)

—1(1—x?7?

Semiparametriniu atvej(l.3), Sia savyle turesime kai bent vienas iS parameti; ar
d» yra mazesnis uz 1.

Nezinomam (maiSaiam) tankiui ¢(x) ivertinti, kai turimi agreguoti dydZziai
X1,..., Xy, o individuabis procesai (1.2) nestebimi, LOPV palsi pasinaudoti pa-
galbine funkcija:

@(x)

T as -1 (3.3)

£(x) =

kuri, esant iSpildytai alygai

/l ﬂ dx < oo
_1 (1—x?) ’
priklauso klaseiL?(w®@)), kur @ (x) = (1 — x%)¢ ir todél gali biti iSskleistaa-
Gegenbauerio (ultrasferiniais) daugianarigis) = > 7o & G,((“) (x) su koeficientais

k
6= [
j=0

1 ) k
l(p(x)xjdxz;)g,?f;(o(j)—o(j+2)), k>0. (3.4)
J:

Cia g,") yra a-Gegenbauerio daugianari@” (x) = Y"5_, ¢;*/x/ koeficientai. Tik-

slias koeficieni g,ﬁ‘f‘; iSraiSkas galima rasti Leipaus ir kt. (2006) darbo B.1 priede.
Tuomet maiSanttanki ¢(x) nauralu vertinti (3.4) iSraiSkojeo (j) kovariacijas
paketiant ju empiriniais analogai&, (j) =n=1Y"' "] X;X;

K, k
Pn(1)=1=xD*Y G0 Y g1 (6a (/) = 5l +2).
k=0 j=0

3.1 pastaba.Pastarasis metodasm tinkamas bendresnio modelio (1.1) atveju,
kadangi procesaY,(N ) nebekonverguojeneissigimusgatsitiktini proces. Taigi hutina
nagrireti ?,(N), taCiau ribinio procesol?, ir individualiu proces autokovariacias
funkcijos Siuo atveju yra skirtingos. Tam pakanka suskaiti atitinkamas dispersi-

jas. 13 tikwju, jei Dy, = anz, De') = o2, tuomet:

DY) = (02 + 6D +Ea? +Ea* +...),
tadiau D(Y;) =02(1+ (Ea)®+ (Ea®* + ).
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3.2 pastabaPraktiniam maiSario tankio vertinimui svarbu tinkamai parinkti Gegen-
bauerio polinom skatiu K,, kuris, anot Leipaus ir kt. (2006), netfy virSyti
(2log(1 4+ ~/2))"tlogn. Taip pat vertinimo kokyb priklauso nuo Gegenbauerio
parametrox parinkimo. Leipaus ir kt. (2006) Monte Karlo sk&vimai rodo, kad
a parinkimas bendrai priklauso nufa, d» reikSmi. Keliama hipotee, kad jei bent
vienasdi, d» > 0, tai @ = min(dy, d»), kitaip « = 0. Kadangi Gegenbauerio poli-
nomai yra atskiras Jakobi polinanatvejis, pastaju taikymas turi loiti lankstesnis,
nes tuomet iSnaudojami abu maiSentankio parametrai, kuriuos belieka tinkamai
ivertinti. Paprastai tam pasinaudojama Whittle ar Geweke, Porter—Hudak tipo meto-
dais. Pastarigji yra gana ,reild” duomen kiekiui, tocel realiuose taikymuose (turint
maza duomen skatiu) ivertinimo tikslumas gali bfi nedidelis.

4. Metody palyginimas imitaciniais Monte-Karlo tipo eksperimentais

Imitacinio skyrelio pagrindinis tikslas — istirti, kaip nagejiami metodai geba atkurti
atsitiktinio parametro tarikesant skirtingoms prielaidoms bei agregavimo modeliams
(su ir be bendy inovacip). Tikslo igyvendinimui remiamasi Monte-Karlo (MK) imi-
taciniais eksperimentais. Eksperimgtdnkiai parinkti remiantis Siais pozymiais:

— tankio parametrine forma — polinoneiarba Beta tipo;

— atrama 40; 1) arba(—1; 1);

— modalumas — unimodalus arba bimodalus;

— AR(1) proceso forma—su (1.1) arba be (1.2) bandovaciy.

Polinominiy tankiy (Poly2 bei Poly3) pavidalas parinktas pagal Chong (2006)
straipsnio Kanados vartojimo iSlaidduomenims gaatjvertinima, motyvuojant tai
tinkamesne tankio forma, nei Chong darytuose MK ekperimentidBeta tipo
tankiai paimti analogiski Leipaus ir kt. (2006) straipsniui. Vertinant daroma prielaida,
jog (1.3) maiSaaio tankio parametrai bei polinominio tankio @il yra Zinomi.
Tuometa parenkamas vadovaujantis 3.2. pastaba. Polinominio tankio parametras
m = 6 Beta tipo eksperimentuose ir polinomo maksimaliam laipsniui polinominiuo-
se eksperimentuose. Bandyti eksperimentai ir su Chong (200B)nai automa-
tiniu eiles m prinkimu, ta&iau rezultatai ara patenkinami. Nupjovimo parametras
H=0,5-n%"] =52.

Imitaciniai eksperimentai atlikti sw=5000 unimodaliu irN=10000 bimodaliu
atveju, on=500. Kiekvienam eksperimentui generuojama 100 nepriklaudaopiju.
Visur laikoma, kade, ir n, yra nepriklausomi standartiniai normalieji dydZiai.
Pastebtina, kadvertinto tankio reikSres yra nehbtinai teigiamos, toel daroma papil-
doma korekcija, imant arbig; (x) arbag, (x) —min(g, (x)), normuotus i$ atitinkamos
Rymano sumos.

Skirtingu metod tikslumui palyginti naudojamas integradis vidutires kvadraties
paklaidos (MISE) kriterijus:f}l E(p(x) — @ (x))?dx. Jo reiksnes, teorim vidurki
pakeitus empiriniu, pateiktos 1 lendg.

5Chong MK eksperimentams taiko polinomus ikidies eies su atramé0; 1) tagiau labai artimus
tiesei.
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1 lenteE. Monte-Karlo imitaciniai eksperimentai
. MISE
At AR(1) At
vejis  AR(1) - Atrama 900 Chongn, H=52) LOPV()
Betal (1.2) (-1;1) 0,6(1—x)%%1+4 x)07 0,171(6) 0, 0330, 25)
Beta2 (1.2) (=11 2 21x%1—x)°B1 +x)07 0, 468(6) 0, 131(0, 25)
Beta3 (1.1) (=11 0,6(1—x)%%1+4 x)07 0, 169(6) 0, 174(0, 25)
Poly1l (1.2) [0;1)  6x—6x2 1,1622) 0,107(1)
Poly?2 (1.2) (—1;1) 1,27x3+1,2x24+0,03+0,1 0,082(3) 0, 171(0)
Poly3 1.1) (-1  1,27x3+1,2x240,03 +0,1 0,118(3) 0, 277(0)
o Betal LOPV Beta2 LOPV Beta3 LOPV
S 7 . g |
_ e
wl: = -
o
n ]
il o
[=] Qe 4
= T T T T L=
-10 -05 00 05 1.0 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 -10 -05 00 05 1.0
Betal Chong & Beta2 Chong . Beta3 Chong
o = =
-] o -
@ | c
o il
a7 i
d - o
o ] o
o o
-10 -05 00 05 1.0 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 -10 -05 00 05 1.0
Poly1 LOPV Poly2 LOPV Poly3 LOPV
v
Qe
w
(=]
o |
(=]

00 02 04 06 08 1.0 -1.0 -05 00 05 1.0 -1.0 -05 00 05 10
Poly1 Chong Poly2 Chong Poly3 Chong

o i =

o T o

2 : e 4

o _| e

=2 =il T T T T
00 02 04 06 08 1.0 -1.0 -05 0.0 05 1.0 -1.0 -05 00 05 1.0

1 pav. Monte-Karlo imitacijos rezultatai.
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Sugeneruotos tankio funkcijog) jver€iy mediana bei 25 ir 75 proc. kvantiliai
grafiSkai iliustruoti 1 paveiksle.

LOPV tankio vertinimo metodas patikimai veikia, esant Beta tipo skirstiniams (tai
bendrai seka i§ maiSaio tankio formos (1.3)) bei neblogai aproksimuoja polino-
minius tankius. Sio metodivertinimai suprasja atsiradus bendroms inovacijoms.
Tai patvirtina 3.1 pastabos samprotavimus.

Chong pagilytas algoritmas prastai aproksimuoja Beta Seimos skirstinius. Jis
pasiro@ prasiau uz LOPV net ir atskiro polinominio tankio su atrama [0;1) atveju.
Tafiau Chong metodas yra tikslesnis, naudojant kitas generuotas Chong (2006) straip-
shyje pateiktas polinominio tankio funkcijas. Taip pat metodas patikimiau veikia esant
bendroms inovacijoms.

5. Baigiamosios pastabos

Atlikti eksperimentai rodo, kad Chong (2006) ir Leipaus ir kt. (2006) pigimeto-
dai kai kuriais atvejais netinka. Siame eksperimente palyginome tik Chong (2006) bei
Leipaus ir kt. (2006) nagrigtus duomenis generuofns procesus. Tolimesranaliz
turéty iSsamiau atsizvelti metody jautrunma {vairesrems tankio funkcij klagms,
ju galimoms paramair reikSmems, individ) ir stelejimy skatiaus imties dydZiui
(kurie aktualis tiriantiverciu konvergavimo grejl, ,kritini y* metodo savybes lemian-
Ciy paramety parinkimui (H, m, « ir pan.), kitoms metog prielaidoms (pavyzdZiui,
atramos eZio parinkimui, prielaidos apie proceso aggamuna (ne)galiojimui
Chong metodo atveju ir t.t.).

Taip pat pastektina, kad Chongyertinimas yra pagstas moment metodu. Panagi
tankio funkcijos vertinimo schea kuri remiasi visais momem@pribojimais, o ne tik
kovariacijomis, lfu galima panaudoti ir LOPV panaSiame tankio funkcijos vertini-
mo algoritme. Galbt tai padty sukonstruoti vertinimo scheakuri islikty pakanka-
mai lanksti, bet tapt nejautri bendyju inovaciy salygojamai problemai.
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SUMMARY

D. Celov, R. Leipus, V. Kvedaras. Comparison of estimation methods for the density of autoregressive
parameter in aggregated AR(1) processes

The article investigates the properties of two alternative disaggregation methods. First one, proposed in
Chong (2006), is based on the assumption of polynomial autoregressive parameter density. Second one,
proposed in Leipust al. (2006), uses the approximation of the density by the means of Gegenbauer
polynomials. Examining results of Monte-Carlo simulations it is shown that none of the methods was
found to outperform another. Chong’s method is narrowed by the class of polynomial densities, and the
second method is not effective in the presence of common innovations. Both methods work correctly under
assumptions proposed in the corresponding articles.

Keywords: random coefficient AR(1), aggregation, disaggregation, long memory, mixture density.



