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1. Uzdaviniu formulavimas

Nagrinésime diferencialing lygti,

yl:=a)y" +bx)y —c)y=fx), x€(0,1D), )

kurioje a € C?(0, 1) N C°[0; 11, b € C'(0, 1) N C°[0; 1], c € C[0; 1], f € C°(0; 1] -
realiosios funkcijos, be to, a(0) =0ira(x) > 0 Vx € (0, 1], c(x) > 0 Vx € (0, 1). Taigi
(1) lygtis iSsigimsta taSke x = 0, todeél ji gali turéti tiek apréZtus, tiek ir neapréZtus
Siame taSke sprendinius. Tuo atveju, kai taSkas x = 0 yra (1) lygties integruojama
ypatuma, kraStiniai uzZdaviniai iSnagrinéti darbe [1]. Laipsninio tipo ypatumos su bet
kuriuo laipsnio rodikliu atveju sprendiniy asimptotika ir svorinio tipo kraStiniai uz-
daviniai i$nagrinéti straipsniuosee [2], [3]. Cia nagrinéjamas bendresnis ypatumos
atvejis.
Taip pat nagrinésime ir homogening lygti,

I[y]1=0. (o)

Masuy tikslas — istirti (1) lygties sprendiniu asimptotika, kai x — 0, ir iSnagrinéti
operatoriaus / krastinius uZdavinius tiek apréztu, tiek ir neaprézty taske x = 0 funkcijy
klaséje.

Tegul

a_l(x)b(x) = pLx_l + p(x), w®=const.
Tarsime, kad iSpildytos Sios (1g) lygties ypatuma charakterizuojancios salygos:
a(x)=0(x% (¢>2), dx) =o(a*), x—0, )
a='?(c —c(0)) € L(O, 1). 3)

Pazymékime ¢o = ¢(0), (x) = /¢o /| xl a=? (¢) dr ir apibrézkime funkcija

Y =x5a"i@)exp{ —t(x)}.



Nagrinésime $iuos krastinius uzdavinius: rasti (1) lygties sprendini y € C?(0, 1) N
C°(0; 1], tenkinanti salyga

y() =y, (4)

ir viena i$ $iu salygu:
|y| < oo intervale (0, 1), (®)]
)}ig})w(x)y(th, (6)

kur yp, y1 — duoti skaiciai.

2. Lygties (1p) sprendiniu asimptotika

Parodysime, kad Sios lygties sprendiniy asimptotikos pagrindiniai nariai nepriklauso
nuo p, o jeigu u =0 —1ir nuo b.

1 TEOREMA. Tarkime, a'/*(a'/*)" € L(0, 1) ir ispildytos (2), (3) salygos. Tada
egzistuoja tiesiskai nepriklausomi (1o) lygties sprendiniai yy, y, tokie, kad

i) =x"Fat () exp {(=Dit@} (1 +o(D),

¥ = (1 JagxEamE @) exp { (D (@) }(1 +o(1), @)
kaix —>0,i=1,2.

[rodymas. Sios lygties sprendiniy ie§kosime pavidalu

L 1 !
y(x)=x"Texp{c(0)}ulx), C(x)=§/ p(t)de. (8)

Istate (7) iSraiSka i (1o), funkcijai # nustatyti gauname lygti,

u" —(q(x)+ coa™! (xX))u=0, 9)
kurioje
g(x) = (p*(x) + u(n — Dx72) 4+ (p/(x) + ux " p(x)) /2 +a~ (x) (c(x) — o).

Lengva isitikinti, kad su (2), (3) salygomis teisinga priklausomybé a'?q e L(0,1).
Kadangi dar a'*@'/*" e L(0, 1), tai (9) lygtis turi du tiesiSkai nepriklausomus
sprendinius 1, uo, kuriems teisingos Sios asimptotikos, kai x — 0 [4]:

ui () = a* () exp { (=1 t@)}(1 + ().

W (x) = (=1 Jega i@ exp (=t} (1+0(D), i=1,2. (10)

Sutinkamai su salyga p € L(0,1) gauname, kad exp{¢(x)} =« 4+ o(1), x — 0,
kur k = exp{—¢(0)}. Tada i§ (8) iSplaukia, kad tiesiSkai nepriklausomi (1¢) lygties



sprendiniai y; = kI x—r/2 exp(¢(x))u;, i = 1,2, tenkina (7) asimptotinius sarysius.
Teorema irodyta.

1 LEMA. Tarkime, iSpildyta (2) salyga ir a’ > 0 kuriame nors intervale (0, xq) €
(0,1) . Tada limy g a™ (x) exp(t (x)) = +00 su bet kurivo realiu skaic¢iumi m.

[rodymas. Tegul kuris nors skaiius K > |m/|. Sutinkamai su (2) 3¢, 0 <& < xg
toks, kad teisinga nelygybé a%(x)(a/(x))_1 > K Vx € (0, ¢). Tada

1 e
r(x):\/c_O/ a_%(t)dtzr(e)—i—/ a2(@) 'dlna > K, — K Ina(x)

kur K, =t(¢) + K Ina(e). I8 Cia, atsizvelge i nelygybe m — K < 0, gauname, kad

a™(x)exp(t (x)) > exp(Kp)a" K (x) > 400, x—0.
1 1ISVADA. (lo) lygties sprendiniai y, y; tenkina sqlygas: y1(x) ir y{(x) — +0,
y2(x) = +00, y5(x) = —00, kai x — 0.

I3 tikryju, i8 (7) seka, kad y; (x), y2(x) ir y{(x) > 0, 0 ¥ (x) < 0 kurioje nors tasko
x = 0 aplinkoje (0,x*), x* € (0, 1), 0 i§ 1 lemos iplaukia, kad y;(x) ir yj(x) — 0,
yo(x) ir yé (x) — 00, kai x — 0. Taigi iSvados teiginys yra teisingas.

2 LEMA. (lg) lygties sprendinys y| — teigiama ir monotoniskai didéjanti intervale
(0, 1) funkcija.

[rodymas. Sutinkamai su salyga c(x) < 0 Vx € (0, 1), y; intervale (0, 1) negali igyti
nei teigiamo maksimumo, nei neigiamo minimumo. Kadangi $alia to lim,_,¢ y;(x) =
+0, tai yi(x) ir yj(x) > 0 Vx € (0, 1), kitaip y; intervale (0, 1) igyty ekstremuma.
Taigi y; — monotoniska funkcija. Lema irodyta.

3 LEMA. Tegul y — (1g) lygties sprendinys, tenkinantis krastine salyga y(1) =0 ir
salyga y(x) =o(¥(x)), x = 0. Tada y(x) =0 intervale (0, 1).

[rodymas. 1§ (1p) lygties fundamentaliosios sprendiniu sistemos yy, y2 (7) asimp-
totiniy savybiy ir prielaidos y(x) = o(¥ (x)), x — 0, seka, kad y(x) = const y;(x).
Kadangi y(1) = 0, limy_qy;(x) = 0, tai pagal maksimumo principa y = 0. Lema
irodyta.

3. Krastiniu uzdaviniu sprendiniu egzistavimas ir vienatis

Pastebéje, kad y;(1) # 0 (Zr. 2 lema), sudarykime (1g) lygties sprendini y(x) =
yo(x) — yl_l(l)yz(l))yl(x). Akivaizdu, kad y(1) =0, o i§ (7) turime y(x) ~ y»(x),
x — 0. Toliau vietoje y patogumo délei raSysime vél y,. Taigi nuo §iol laikome, kad
y» tenkina ne tik (7) asimptotines salygas, bet ir salyga y>(1) = 0.

Nagrinékime (1) lygties sprendinius

yo1(x) = Vlyl_l(l)YI(x)» Y02(x) = yo1(x) + yoy2(x). (11)

Lengva matyti, kad yp;(1) = y1 (@ = 1,2), |yoi(x)] < o0 Vx € (0,1) ir
limy 0 ¥ (x) yo2(x) = 0.



Sudarykime operatoriaus / krastiniy uZdaviniu (3), (4) ir (3), (5) Grino funkcija

@)y, 0<t<x,

CeD=a OV oo, x<i<,

kur W = y1y, — y;y2 — Vronskio determinantas. Akivaizdu, kad G(1,7) =0 Vr €
(0; 1].
Pastebékime, kad i§ (7) iSplaukia asimptotinis sarysis

W(x)==2/cox*(1+o0(1)), x—0. (12)

2 TEOREMA. Tegul Y(x) = fol G(x,t)f(t)dt ir tegul ispildytos 1 teoremos
salygos. Jeigu [ aprézZta taske taske x = 0, tai funkcija

YD @) = yo1(0) + Y (x) (13)
yra (1), (3), (4) uZdavinio sprendinys, o jeigu f tenkina salygq
a” Pyl f e LO. D), (14)

tai egzistuoja (1), (3), (5) uzdavinio sprendinys y® pavidalo

YA 0) = yor(x) + Y (), (15)
kur yo1, yoo — (1g) lygties sprendiniai, apibrézti (11) formulémis. Abu Sie atitinkamuy
krastiniy uZdaviniy sprendiniai yra vieninteliai.

[rodymas. Sutinkamai su Grino funkcijos iSraiSka Y galima uZraSyti pavidalu
Y (x) = y2(x)J1(x) + y1(x) J2(x), kur

x 1
J](X):/ Mdh JQ(X)Z/ y2(t)f(t) dr
o a@®W(@) . a(t)W(t_)

Pastebékime, kad
yi(x) ~x M al Py (x), v ~ eox TR (x),
@)~ x), v~ —ea Py (x), x—0. (16)

I§ &ia ir i (12) gauname, kad y; (H)a~ ' ()W (t) ~a=12()y =1 (1), t — 0, todél in-
tegralas Ji(x) su (14) salyga (juo labiau su funkcijos f apréZtumo taske x = 0 salyga)
konverguoja ir yra tolydi intervale (0, 1] funkcija, tenkinanti salyga lim, ¢ J1(x) = 0.

Tiesiogiai diferencijuodami gauname, kad /[y] = f intervale (0, 1). Be to, lengva
matyti, kad Y (1) = 0. Taigi y(I', y® — (1) lygties sprendiniai, tenkinantys (3) krastine
salyga.

Tegul f apréZta taske x = 0. Tada sprendinys Y, vadinasi ir y(1), bus apréZtas taske
x =0, jeigu Siame taSke apréZtos funkcijos /1 (x) = y1(x) fxl a '\ OW @)y (t) dt ir



L(x) = y(x) f a~ ()W~ (1)y1(¢) dr. Pasinaudoje Liopitalio taisykle ir atsizvelge i
(12) ir (16) gauname, kad

lim 7, () = — lim a” )W) ya(x) _ b
x—0 x—0 (yl_l(X))/ 2¢co’
lim I (x) = lim a )W (x)y,(x) _ _
x—0 x—0 (yz_l(x))/ 260'

Taigi (1), (3), (4) uZdavinio sprendinys iS tiesu apibréZiamas (13) formule.
Tarkime, f tenkina (14) salyga. Parodysime, kad lim,_.o ¥ (x)Y (x) = 0. Pagal Lio-
pitalio taisykle, pasireme (16) sarysiais bei salyga a’(x) = o(a'’?(x)), x — 0, turime:

lim 4 ()Y (x) = lim J; (x) + lim 4 (x)y1(x) J2(x) = im 4 (x)y1 (x) Jo(x)

e OV 0pR@ @) )
= —lim — = = lim —.
=0 Y lay @)y 0 )

Kadangi a='?y~'f € L(0,1), o a'/?(x) = O(x*/?), x — 0, kur « > 2, tai
lim, o %~ ()¢ (x) =0.

Tuo bidu parodéme, kad (15) formule apibréZta funkcja y® yra (1), (3), (5) uz-
davinio sprendinys.

Gauti nagringjamy uzdaviniy sprendiniai y!, y® yra vieninteliai. I§ tikruju, tare,
kad egzistuoja du kurio nors uzdavinio sprendiniai, kuriy skirtumas yra y, sutinkamai
su 3 lema gautume, jog y = 0. Teorema irodyta.

Pastaba. Jeigu f € C°(0; 1], t.y. jeigu f tolydi kairiajame intervalo (0, 1] kraste,
tai (1), (3), (4) uzdavinio sprendini, y galima tolydZiai pratesti i taska x = 0 reikSme
— £ (0)/c(0). Tuo galima isitikinti peré¢jus pagal Liopitalio taisykle prie ribos (13) ly-
gybéje, kai x — 0. Taigi Sio sprendinio reik§mé taSke x = O nepriklauso nuo nuo
krastinés salygos, formuoluojamos taske x = 1.
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SUMMARY

K. Aldosina, S. Rutkauskas. On the boundary value problems for ordinary differential equations with
isolated singularity

We consider some two-point boundary value problems for second order o.d.e. with strong singularity. The
asymptotics of the solutions at the singular point are given. The existence and uniqueness of the solutions
of those problems are prooved.
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