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Ivadas

Auglio lastelés kai kada patenka i tokia aplinka, kurioje jos nebesugeba aktyviai dau-
gintis, bet ir neZiiva. Toks auglys cikliSkai kinta tam tikrose ribose. BiologiSkai — tai
pulsuojantis auglys. Tokia aplinka gali sukurti ir chemoterapija bei Svitinimas.

Auglio modeli, aprasysime antrosios eilés diferencialiniy lyg€iu sistema. Pradini,
modelio varianta sudar¢ ReSinjo ir De Lizé (1977) [1, 4]. Sio modelio papildyme [2,
3] atsizvelgta i tai, kad limfocitai ,,suriSa‘“ tik auglio pavirSiuje esancias lasteles. Taip
sudarytas modelis priklauso nuo auglio formos. Ja modelyje atspindi parametras s.

MatematiSkai pulsuojantis auglys reiskia dvimatéje fazinéje plok§tumoje iSsidésciusi,
ribini cikla. Jeigu jis nekerta koordinaciy asiu ir yra stabilus, tai turime realu auglio
pulsavima. Straipsnyje nagrinéjama ribinio ciklo (pulsuojanciojo auglio) atsiradimo
apie zidinio tipo stacionaryji taSka galimybé. Randamos tam tikru parametry sri-
tys, kuriose tai galéty buti. UZdavinio sprendimas paremtas Hopfo teorema apie bi-
furkacija [1]. Suformuluosime ja.

Tegul sistema

X1=X1(x1,x2, ), Xo2=Xo(x1,x2, 1),

priklausanti nuo parametro wu turi koordinaciy pradZioje stacionaryji taska esant bet
kokiai realiai parametro  reikSmei. Be to, tarkim, kad linearizuotos sistemos tikrinés
reiksSmeés Ai(w), Ao () yra grynai menamos, kai @ = . Jei tikriniy reik§miy realioji
dalis Re [L1(n)] = Re[A ()] tenkina salygq

d
d—Re [A1(w)] >0,
va H=[0

ir koordinaciy pradZia — asimptotoskai stabilus stacionarus taskas, kai (= v, tai

a) | = o yra sistemos bifurkacijos taskas;

b) egzistuoja intervalas (i1, |Lo) toks, kad, jei € (11, o), tai koordinaciy pradZia
yra stabilus Zidinys;

c) egzistuoja intervalas (g, 12), toks, kad, jei pu € (uo, n2), tai koordinaciy
pradZia yra nestabilus Zidinys, aplink kuri iSsidéstes ribinis ciklas, kuris didéja
didéjant L.

Sis straipsnis, tam tikra prasme, yra pradinis $ioje kryptyje, todél jame nagrinéjama
galimybé atsirasti bifurkacijai tik apie stacionaruji taska, esanti koordinaciy pradZioje.



Tokiu biidu nukendia tiesioginis biologinis pritaikymas (nes ribinis ciklas kerta ko-
ordinaciy asis), taCiau Sie rezultatai yra pagrindas tolesnio uzdavinio sprendimui, t.y.
nenulinio stacionaraus tasko bifurkacinei analizei.

Auglio modelis ir jo bifurkacija koordinaciu pradzioje

Tegul auglio modeli, apraSo sistema

% =—a’x + by + ayxy’ (1-%) /(1 +x),

) ) s (1)

y=—dx+c7y —axy*/(1 +x),
kurioje x yra santykinis limfocity skaiCius, y — santykinis auglio lasteliy skaicius.
Raidés a, b, a1, oy, s, k, d ir ¢ Zymi tam tikrus fiksuotus parametrus [2, 3].

Siai sistemai pritaikysime Hopfo teorema [1]. Stebésime sistemos sprendiny kitima
parametro ¢ atzvilgiu (t.y. (1) sistemoje bus u = ¢?).

Akivaizdu, kad (1) sistema turi stacionaruji taska (0; 0). Jo atZvilgiu atliksime visa
tyrima. Parametras s yra neneigiamas realusis skaicius, kurio dydis priklauso nuo
auglio formos. Siame darbe nagrinésime tik sveikas neneigiamas s reik§mes.

UZdavinio sprendimo metodika sukonkretinsime atvejui s = 0 (kitiems atvejams ji
analogiSka ir bus aptarta Zemiau).

Taikome Hopfo teorema (1) sistemai. Jos linerizacija koordinac¢iuy pradZioje (kai
s=0)

% =(—a®+a))x + by,

2
y=—(d —a)x +c?y. @)

PaZzymeékime Sios sistemos deSiniosios dalies koeficienty matrica raide A. Sistemos
(2) charakteristinis polinomas yra

det(A —AE) =22+ (@® — a1 — Ar+ (o) —a®) + b(d + ar). (3)

2

Todeél tikrinés reik§més bus grynai menamos, kai ¢> = a?> — «; (bifurkaciné

parametro 1 reik§mé yra g = a® — aq) ir
(@ —a1)? < b(d + ay). 4)

Nelygybe (4) atspindi reikalavima, kad charakteristinio polinomo diskriminantas
bty neigiamas.

Pagal Hopfo teorema dar reikia rasti salygas, kurioms esant, koordinac¢iy pradzia
biity asimptotiskai stabilus stacionarusis taskas, kai parametras i = ¢> igyja bi-
furkacine reik§me o = a”> — . I3 linerizuotosios sistemos tiesiogiai nustatyti sta-
cionaraus tasko stabilumo negalima, nes jis yra centro tipo. Tam tikslui apskaic¢iuojame
indeksa 7 [1].



Indeksas /
I8 pradziy reikia linerizuota sistema (2) (kai 2 =a?
t.y. rasti tokia neiSsigimusia matrica M, kad

miam=| O @
B —wo O |’

— or1) suvesti 1 kanonini, pavidala,

nes matricos A tikrinés reikSmeés yra Aj, = *iwp, wg > 0. Po to sistemoje (1)
ivedame naujuosius kintamuosius (x, W = M(z1,z2)T. Sistema (1), pakeitus kinta-
muosius, taps

21 =Y1(z1,22), )
22 =12(z21,22).
Tada apskaiciuojame indeksa
1 1 2 2 1 2 1 2
I'=wo(Yy + Y+ Yin+Y0) + YL YL — Y Y
2 v2 2 v2 1 vl 1 2
+ Y0 Yo+ YooY — YooX — Yo Yo, (6)
kur
P _ 82Y;(0,0) P 33Y;(0,0) o
e 8z0zk M 9z 02102

Jei indeksas I bus neigiamas, tai koordinaciy pradZia bus asimptotiskai stabilus sta-
cionarusis taskas.
Siuo atveju

wo =v/b(d + ) — (a% —ay)?,

M= a2 —a;  —/b(d+ar) — (a* —a)?
B d+a 0 '

Sistema (5) bus

. @@ —a)z +dybld+a) — (@ —a)’n

a d+ o
_ w@—apu —Vbdtw) — @ —a)’)
(d +a2)(1+ (@ — )z — Vb(d + o) — (@% — a1)%22)
. —b(d + a2)? + (a® — a1)Ra%ar — ajaz + a*d) day — a*as
2= 71+ 22
(d + a2)y/b(d + a2) — (a2 — a1)? d+a

N ((@%* — a1z — Vb(d + @) — (@ — a1)?22)
k(d+02)y/b(d+az)— (a2 —a1)2(1+ (a2 —a1)z1 —v/b(d+ar) —(a? —a1)2




(—aak(@® —ay)+ay (d+a) (k— (@ —a))z1 +vb(d+ar) — (@2 —a1)222)).
Todél indeksas
I =2(—3d*bk* — 3d*bk + 5daik* — 8daik*a* + Tdatk
— 10dayka® — 4dbkas + 3dka* + 3dk*a* — 2a’ayd
— 4dbk*ay + 203d 4 Saik*ay — bkas + 2aias

—2d%a10p — 8akana® + 3kana® + 3kPanra® + 7a%ka2

— 100 kara® — a%kzb)cnb/ (kz\/bd + bay — a* + 24’0 — a%) )
Parametry o ir o plokStumoje nustatome nelygybés I < 0 galiojimo sriti. IS 7 <0
ir salygos (4) gauname
—(2bk +b)a3 + (a*(1+ k) —bd (2 + Tk))oy + (a*d — bd*)(1 + k)
a’(14+k)(d + ay) '

Fiksave parametrus a ir b (a = b = 1), turésime stabilumo sriti, apibrézta nely-
gybémis

a) <

—K()Ol%-‘rK]Ol]-i-Kz
=T a e ®)
(1—a)?<d+o,

kur Ko = 21kT+kl K= % K7 =d(1 —d). Nelygybes (8) apibréZia ribinio

ciklo atsiradimo salygas. Sias sritis patogu pavaizduoti plok§tumoje oy O«r,. Priklauso-

mai nuo parametro d (d € (0; 21:—7]1) ard € (;Jr%kk 1)) turime du kokybiskai skirtingus

brézinius. Siuose bréZiniuose pavaizduotos bifurkacijos sritys.

Gauti rezultatai yra patvirtinti iS§sprendus diferencialiniuy lygciu sistema MAPLE
paketu ir fazingje plokitumoje nubréZus integralines kreives. Siuose bréZiniuose
matyti, kad kai u < o koordinaciy pradzia yra asimptotiskai stabilus Zidinys, o kai
u > po koordinaciy pradZia yra nestabilus Zidinys, aplink kuri iSsidéstes stabilus ribi-
nis ciklas.

Analogiski rezultatai gauti sistemai, kai s = 1 ir s = 2. Kada s > 3 indekso I ap-
skaiCiavimas yra netikslingas, nes $iuo atveju visada I = 0.
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SUMMARY

A. Kavaliauskas. Hopf bifurcation on one of tumor models

The article deals with qualitative analysis of model of pulsing tumor. The model is described by the
system of second order differential equations. The region of parameters is determined where the Hopf
bifurcation of the stationary zero point is possible.
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