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Abstract. Pseudosimetrinės ir Ricci-pseudosimetrinės Rymano erdvės su beveik sandaugos struktūra iš-
nagrinėta [1] darbe. Šiame darbe minėtos s ↪avokos apibendrinamos Kartano erdvėms su beveik Ermito ir
beveik Kelerio struktūromis. Surastos s ↪alygos, kad Kartano erdvė su minėtomis struktūromis būt ↪u pseu-
dosimetrinė ir Ricci-pseudosimetrinė.

Keywords: Kartano erdvė, tiesinė ir afinioji sietys, beveik Ermito ir beveik Kelerio struktūros, pseu-
dosimetrinės ir Ricci-pseudosimetrinės erdvės.

Nagrinėjame n-mat
↪
e Kartano erdv

↪
e Cn, kuri ↪a traktuojame kaip koliestin

↪
e sluok-

sniuot
↪
e T ∗V n, su apibrėžta skaliarine funkcija H : T ∗V n → R, tenkinančia tokias

s
↪

alygas [2]:

1) funkcija H yra neneigiama visuose erdvės T ∗V n taškuose (xi, yi), i, j, k, ... =
1,2, ...,n;

2) funkcija Hyra antrojo laipsnio homogeninė funkcija kintam
↪

uj
↪

u yi atžvilgiu;

3) funkcijos H hesiana det ‖ ∂2H(xi ,yi)
∂yk∂yh

‖ yra nelygus nuliui visuose erdvės T ∗V n

taškuose.

Jei ∂i = ∂
∂xi , ∂

i = ∂
∂yi

, tai Kartano erdvės Cn metrin
↪
i tenzori

↪
u apibrėžiame ly-

gybe gij = ∂i∂j H , o atvirkštinis jam tenzorius gik tenkina s
↪

alyg
↪

a gikg
ij = δ

j
k

. Jei
γ k
ij

= 1
2gkh(∂jgih + ∂igjh − ∂hgij ) – metrinio tenzoriaus gij Kristofelio simboliai,

tai objektas Lij = γ k
ij
yk − 1

2γ k
pqykyhghp∂qgik yra Kartano erdvės tiesinės sieties

diferencialinis-geometrinis objektas, o trejetas (Lij ,�
k
ij = ∂kLij ,0), apibrėžia Kar-

tano erdvės Mirono afini
↪

aj
↪

a siet
↪
i [2]. Pažymėkime δi = ∂i + Lik∂

k , Cijk = 1
2∂kgij ,

C
ij
k = −gkhCijh, �k

ij = 1
2gkh(δjgih + δigjh − δhgij ). Tuomet trejetas (Lij ,�

k
ij ,C

ij
k )

apibrėžia Kartano erdvės metrinio tipo afini
↪

aj
↪

a siet
↪
i, pasižyminči

↪
a tuo, kad metrinio

tenzoriaus kovariantinės išvestinės ∇�
k gij šios sieties atžvilgiu yra lygios nuliui.

Pažymėjus xA = δA
i
xi + δn+i

A
yi ,A,B, ... = 1,2, ...,n,n + 1, ...,2n, Kartano

erdv
↪
e Cn galima traktuoti kaip Rymano erdv

↪
e, kurios metrikos GAB apibrėžiamos kaip

metrikos gij L-liftas (žr. [4]). Jei α,β,γ – bet kokie skaičiai, su kuriais αγ − β2 �= 0,
tai šios metrikos komponentės užrašomos lygybėmis

Gij = αgij − 2βLij + γgpqLipLqj , Gn+i n+j = γgij ,
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Gn+ij = Gjn+i = βδi
j − γgikLkj ,

Gij = γgij

αγ − β2
, Gn+i n+j = 1

αγ − β2
(αgij + 2βLij + γgpqLipLqj ),

Gn+ij = Gjn+i = 1

αγ − β2
(−βδ

j
i

+ γgkjLik). (1)

Afini ↪aj ↪a siet ↪i 	C
AB apibrėšime, kaip ↪iprasta, užraš

↪
e bazini ↪u element ↪u ∂A = ∂

∂xA

kovariantini
↪

u išvestini
↪

u išraiškas ∇∂A
(∂B) = 	C

AB∂C. Afinioji sietis yra metrinė, jei
metrinio tenzoriaus komponentės yra kovariantiškai pastovios šios sieties atžvilgiu,
t.y. kai ∇G = 0.

1 TEOREMA. Afinioji sietis
∧C

AB yra metrinė tada ir tik tada, kai jos nenulinėms
komponentėms yra teisingos lygybės

	i
jk = −	

n+j
n+ik = �i

jk, 	n+i
jk = −∇�

k Lij ,

	i
jn+k = −	

n+j
n+in+k = Cik

j ,

	n+i
jn+k = −�k

ij + LipC
pk
j + LpjC

pk
i . (2)

Kaip
↪
irodyta [5] darbe, Kartano erdvėje Cn egzistuoja beveik kompleksini

↪
u

struktūr
↪

u šeima, kuri
↪

u struktūrini
↪
u tenzori

↪
u J , tenkinanči

↪
u s

↪
alyg

↪
a J 2 = −E, kom-

ponenči
↪

u išraiškos yra tokios:

J i
j = aδi

j − cgikLkj , J n+i
n+j = −aδ

j
i + cgjkLik,

J n+i
j

= bgij + 2aLij − cgpqLipLqj , J i
n+j = cgij , (3)

čia a,b �= 0 – bet kurie skaičiai, o c = −1−a2

b
.

Afinioji sietis 	C
AB yra vadinama asocijuota su beveik kompleksine struktūra,

jei tenzorius J yra kovariantiškai pastovus šios sieties atžvilgiu. Nesunkiai patikri-
nama, kad metrinė afinioji sietis (2) yra asocijuota su beveik kompleksinėmis
struktūromis (3).

Sakykime, kad Kartano erdvės Cn metrika G ir beveik kompleksinė struktūra J

yra susijusios lygybe G(JX,Y) + εG(X,JY) = 0 bet kokiems vektoriniams laukams
X ir Y , o metrinė sietis 	C

AB
yra asocijuota su beveik kompleksine struktūra J (t.y.

∇J = 0). Tuomet trejetas (G,	,J ) apibrėžia Kartano erdvės beveik Ermito struktūr
↪
a

(jei ω = −1) ir beveik Kelerio struktūr
↪
a (jei ω = 1) (žr. [3]).

2 TEOREMA. Kartano erdvėse egzistuoja vidinės triparametrinės beveik Kele-
rio struktūr

↪
u šeimos ir vidinės beveik Ermito struktūr

↪
u šeimos, priklausančios nuo

4 parametr ↪u.

Beveik Kelerio struktūros struktūrinio tenzoriaus J komponentės užrašomos (3) ly-
gybėmis, kuriose a = β√

β2−αγ
, b = − α√

β2−αγ
, c = γ√

β2−αγ
, o α,β,γ – bet kokie
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skaičiai, su kuriais αγ − β2 < 0. Beveik Ermito struktūros atveju tenzoriaus J kom-
ponenči

↪
u išraiškose (3) α ir b – bet kokie nelygūs nuliui skaičiai, β ir γ – bet kokie

skaičiai, kuriems teisinga nelygybė D = b2(β2 +αγ )+α2 � 0, o a = α−1(bβ ±√
D),

c = −α−2b−1(2α2 + 2b2β2 + b2αγ − 2bβ
√

D).

Kaip žinome, afiniosios sieties 	C
AB kreivumo tenzoriai RD

ABC ir RABCD , o taip pat
Ricci tenzorius, apibrėžiami tokiomis lygybėmis:

RD
ABC = δB	D

AC − δC	D
AB + 	E

AC	D
EB − 	E

AB	D
EC,

RABCD = RE
BCDGEA, SAB = RC

ABC. (4)

Apibrėžkime tenzorius R · R ir R · S (žr. [1]):

R · RABCDEF = −RH
ABC(RHDEF + RDHEF + RDEHF + RDEFH),

R · SABCD = −RH
ABC(SHD + SDH ). (5)

Kartano erdvė Cn vadinama pseudosimetrine, jei R · R = 0, o Ricci – pseu-
dosimetrine, jei R · S = 0 ([1]).

3 TEOREMA. Kartano erdvė su beveik Kelerio struktūra (beveik Ermito struktūra)
yra pseudosimetrinė, jei tiesinė sietis Lij ir afinioji sietis �k

ij yra plokščios, o tenzoriui

C
ij
k yra teisingos lygybės

C
k[p
i C

q]k
j = 0, δi

pCkh
j Clm

k + Chm
j Cil

p = 0. (6)

4 TEOREMA. Kartano erdvė su beveik Kelerio struktūra (beveik Ermito struktūra)
yra Ricci-pseudosimetrinė, jei afinioji sietis �k

ij
yra plokščia, o tenzoriui Cijk yra

teisingos (6) lygybės.

IŠVADA. Jei Kartano erdvė su beveik Ermito struktūra (beveik Kelerio struktūra)
yra Ricci-pseudosimetrinė, tai ji yra ir pseudosimetrinė.
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SUMMARY

E. Mazėtis. Zur pseudosymmetrische und Ricci-pseudosymmetrische Kartanische Ra̋umen

In dieser Arbeit sind die Kartanische Ra̋umen mit komplexe Strukturen untersucht. In diesen Ra̋umen
exissieren die innere pseudo-Ka̋hlere und pseudo-Hermitan Strukture. Man findet Bedingungen, mit
welchen die Kartanische Ra̋umen mit diesen Strukture pseudosymmetrisch und Ricci-pseudosymmetrisch
sind.

Keywords: pseudosymmetrische und Ricci-pseudosymmetrische Kartanische Räumen, lineare und affine

Zusammenhänge, Hermitan und Kählere Strukture.


