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Santrauka. Floydo trikampio algoritmo (ir atitinkamos kompiuterinés programos) sudary-
mo problema yra neretai pateikiama informatikos moksly krypciy studentams kaip pratimas
ar pavyzdys, iliustruojantis teksto formatavimo ir ciklo konstrukcijy savokas. Straipsny-
je sitloma pazvelgti i objekta (bei jo apibendrinimus) i$ kito kampo, kaip j kombinatorinj
skirstinj, ir nagrinéti jo elementy elgesj, taikant ribiniy teoremy metodologija. ISkeliami
klausimai: kokiam ribiniam désniui paklusta trikampio skaiciai? Koks yra konvergavimo j
ribinj désnj greitis? Tokio tipo uzdaviniai gali buti panaudoti kaip pratimai studijuojan-
tiems matematikos ir informatikos krypciy studijy programose esancius tikimybiy teorijos ir
kombinatorikos dalykus bakalaurams, padéty studentams jvaldyti atitinkama jrodymuy tech-
nikg ir matematinj aparata. Straipsnyje sitloma galimy uzdaviniy serija bei pateikiamos ju
irodymy schemos.

Raktiniai zodziai: Floydo trikampis; ribinés teoremos; tolygusis skirstinys

AMS: 11B99, 60F05

1 Ivadas

Floydo trikampis yra formuojamas uzpildant trikampio eilutes i$ eilés naturaliaisiais
skaiciais, pradedant vienetu virsutiniame kairiajame kampe (7r. 1 lentele). Sio trikam-
pio algoritmo (ir atitinkamos kompiuterinés programos) sudarymo problema yra pa-
teikiama informatikos moksly krypciy studentams kaip pratimas ar pavyzdys, iliust-
ruojantis teksto formatavimo ir ciklo konstrukeiju savokas [1, 6].

Kitas susijes uzdavinys studentams yra Floydo trikampio bendrojo nario Fj, i
formulés iSvedimas. Pastebéjus, kad pradinio stulpelio elementai yra paslinkti per
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1 lentelé. Floydo trikampis.

0 1 2 3 4 5
0 1 0 0 0 0 0
1 2 3 0 0 0 0
2 4 5 6 0 0 0
3 7 8 9 10 0 0
4 11 12 13 14 15 0
5 6 17 18 19 20 21

vienetg trikampiai skaiciai, t.y., £}, 0 = Tp, + 1, kur

S 1
Tn:;k:n(n;_)7 n >0, (1)

ir kad kiekviena trikampio eiluté yra aritmetiné progresija su skirtumu 1, gauname
trikampio elementy bendra formule,

Fnk:

s

0, jei k >mn,
{ (2)

T, + k+1, priesingu atveju.

Taciau j Floydo trikampj galima pazvelgti ir i$ kitos pusés, kaip | kombinatoring
skirsting. Tegy §2,, yra sveikaskaitis atsitiktinis dydis su tikimybémis p,x, nusakomo-
mis formule

E,
P(2, =k) = ppp = ok 0<k<n. (3)

B Z?:o Fhj ’

Dabar galima nagrinéti F), j elgesj, taikant ribiniy teoremy metodologija (pl. [2]).
Pvz., skai¢iai yra asimptotiskai normaliis su vidurkiu p,, ir dispersija o2, jei

> puk— D)

k<pin+xon

kur @(z) yra standartinio normaliojo atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcija. IS tik-
ryjy, Floydo trikampio skaiciai néra asimptotiskai normalis, taciau kokiam ribiniam
désniui jie paklusta? Koks yra konvergavimo j ribinj désnj greitis? Tokie uzdaviniai
Floydo trikampio apibendrinimams gali buti panaudoti kaip pratimai studijuojan-
tiems matematikos ir informatikos krypé¢iy studijy programose esancius tikimybiy
teorijos ir kombinatorikos dalykus bakalaurams.
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2 Ribinés teoremos Floydo trikampio skai¢iams

Sprendziant ribinio désnio problema jprastai (Sabloniskai) i$ pradziy apskaic¢iuojama
Floydo trikampio skaiciy generuojanti funkcija

i _ oo 00 xn k: 1 _ ].
Gla,y) =) Fana"y (I-y)A—2)? @QA-y)(l-=z)?

n=0 k=0

n 1 B Y B Y
1-p2l-2z) (1-yQA-zy? 1-y)?>1-zy)
_ 14+2%? — 23y — 2%y + 22—z
(1—-2)3(1 —=zy)?

ir atsitiktinio dydzio {2,, momentus generuojanti funkcija

n

—1
n a N
Mn(s) = (n!kZ_OFn,k> %G(J‘Ue )

(2 +3n+2)e’2) — (02 + 3n+4)e* "D — (n? + n)e® + (n® + n+2)
(n+1)(n%+2n+2)(1 —e%)?

=0

ISnagrinéje normuoto atsitiktinio dydzio X,, = §2,,/n momentus generuojancios funk-
cijos Mx, (s) konvergavima, gauname

My, (s) = My(s) + O (1/n),

kur My (s) = (e® — 1)/s yra standartinio tolygaus atsitiktinio dydzio momentus ge-
neruojanti funkcija. Taigi, atsitiktinis dydis (2,, yra asimptotiskai tolygus. Visi sie
skaiciavimai uzimty keleta puslapiy, taciau, is tikryjy, rezultata galima gauti trumpai
ir tiesiogiai. Suformuluokime teorems.

1 teorema. Atsitiktinis dydis X,, = (2, /n asimptotiskai yra standartinis tolygusis,
X, ~U(0,1).

Nagrinékime i$ karto bendresnj atvejj.

2.1 Naturaliyjy skaic¢iy laipsniy trikampis

Trikampio elementy bendroji formulé yra

O _ {0, jei k > n, )

mk (T, + k+1)°, priesingu atveju.

Ivertinkime Sio apibendrinto Floydo trikampio eilutés elementy suma (7), pasitel-
kiant rezultata naturaliyju skai¢iy laipsniy sumoms (gaunamas pritaikius Eulerio—
Makloreno sumavimo formulg),

ns+1

n 1 +0(n?), jel s > —1,
oM = st =< y+logn+0(Mn7t), jeis=-—1, (6)
k=0 C(s) + 5 + O(n®), jeis < —1,
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¢ia ((s) yra Rymano dzeta funkcija, v yra Eulerio-Maskeronio konstanta. Pagal (1)
ir (6), turime

1 ) )
S(l) ZF T +n+1 !pj(i) _ §n25+1 + O(n%). (7)

Normuoto atsitiktinio dydzio Xy, M = Q(l) /n pasiskirstymo funkcija lygi

FX(I)( Z F S(l)) (QIY(“l)+[nx]+ o gjgl))

_ +n)8k(j[;%+ lO)El +)O)(n1))
n2s+1 + n—1
_ [a]+1 1—&—01 :x—l—Ol.
B2 o)) o)

Taigi, 1 teorema galioja Fr(f,z skai¢iams. Analogiskai teorema jrodoma lyginiy ir ne-

lyginiy skaiciy laipsniams.
2.2 Pirminiy skaiéiy laipsniy trikampis
Tegu {p,} yra pirminiy skai¢iy seka. Atitinkamo apibendrintojo trikampio elementy
formulé yra
0 jei k >
FR =< A ®)
w (pr,+k+1)%, priesingu atveju.

Galime jvertinti sio apibendrinto Floydo trikampio eilutés elementy suma (12), pasi-
telkiant pirminiy skaic¢iy laipsniy sumos asimptotine formule [5],

3 () + O(ts+ef M), jei s >0, )
ka O+ H1e %00 joi — 1< 5 <0,

kur
0(t) = —0.2098(log t)/® (log log t) ~1/°

ir 7w(t) yra pirminiy skai¢iy pasiskirstymo funkcija [4],
m(t) = li(t) + O(te?®), (10)

kur li(¢) yra integralinis logaritmas. Toliau, atsizvelge | jvertj [3]

pn:nlogn(l—l—O(w)), (11)

logn

apskaiciuosime suma

n loglogn
Z ’15,137 s(PT,+nt+1) — Ts(pT,) = n****(logn)® (1 + O<gg>) (12
k=0

logn
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(2) _

ir normuoto atsitiktinio dydzio X, 7(12) /n pasiskirstymo funkeija

Foo (@) = (SP) 7 > FE = () (et 1 pat 1) — 7 (0,))

k<nzx
log 1 log1
_ [na] Lo oglogn 240 oglogn )
n logn logn
Taigi, 1 teorema galioja Fizlz skaic¢iams. Kitas kelias jrodyti asimptotinj tolyguma —
tai pastebéti, kad m < p,, < m?, kai m > 1 (pl. (11)), ir pasinaudoti jau jrodytu

rezultatu laipsninéms funkcijoms.

2.3 Rodykliniy funkcijy trikampis

Ar visi Floydo tipo trikampiy skaiciai paklusta tolygiajam désniui? Nagrinékime
trikampj su elemento bendraja formule

) 0 jeik >n
PO _ ’ ) 13
es(Tn+k+1)’ priesingu atveju. "

Ivertinsime trikampio eilutés elementy suma, pasitelkiant geometrinés progresijos na-

riy sumos formule,
es (n+1) __ 1

!I/(g) = Z BSk 7_1 (14)

Kai s > 0, turime

es(Tn+n+2)

(3 3) 3 —s(n
S<3>—Zan_w§ s — Vg = e (1Y), (15)

Normuoto atsitiktinio dydzio Xy () = ()(3) /n pasiskirstymo funkcija lygi

-1 3 3 3
Fyw(@) = (SP) 7 37 F = (S9) () g — ¥47) (16)
k<nz
1, jeixz>1
— s(lnzl-n) (1 +0(e") = F. _ ) ) Z 4 17
- Cam(1—2) ( (e )) 1(@) 0, jeix<l, (17)

Cia F)(x) yra iSsigimes skirstinys. Taigi, 1 teorema negalioja F( ,z skaiciams.

2.4 Uzdaviniy pavyzdziai

Daugiau uzdaviniy apibendrinty Floydo trikampiy skaiciams galima rasti 2 lenteléje.
Visi sie skaiciai yra asimptotiskai tolygus.
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2 lentelé. Floydo trikampiai.

Trikampio funkcija Trikampio skai¢iai  Pagalbiné suma II/,(lj )

Logaritminé log(Tn + k+ 1) > h—qlogk =nlogn —n+ O(logn)
Sinuso kvadratas sin?(Tp, + k + 1) Sr_osin?k =n/2+ O(1)

Kosinuso kvadratas cos?(Tp +k+1) Yr_ocoslk=n/2+0(1)

Pagr. Dirichlé charakt.  xo;q(Th +k + 1) > k=0 X0:a(k) ~ @(d) [%]

Eulerio funkcija o(Tn +Ek+1) Sop_ p(k) ~ 3n2/n2
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SUMMARY
Limit theorems for Floyd’s triangle: a new approach to not a new problem

1. Belovas

Floyd’s triangle is often presented to computer science students as an exercise or example to illustrate
the concepts of text formatting and loop constructs. The paper proposes to look at an object from a
different angle and to examine limit theorems for the numbers of generalized Floyd’s triangles. Tasks
of this type can be used as exercises in study programs of mathematics and informatics (couses of
probability theory and combinatorics). It would help to master the appropriate proof techniques and
mathematical apparatus. The article proposes a series of possible problems and their proof schemes.

Keywords: Floyd’s triangle; limit theorems; uniform distribution
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