LIETUVOS MATEMATIKOS RINKINYS

2
Lietuvos matematiky draugijos darbai, ser. B % | Vilnius
. University
62 tomas, 2021, 43-49 & | press
X

https://doi.org/10.15388/LMR.2021.25225

Judéjimo su apribojimais modeliavimas

Vytautas Kleiza, Rima Satinskaité

Vytauto DidZiojo universitetas, Informatikos fakultetas
Vileikos g. 8, LT-44404 Kaunas

El pastas: vytautas.kleiza@vdu.lt; rima.satinskaite@vdu.lt

Iteiktas 2021 birZelio 21; publikuotas 2021 gruodzio 20

Santrauka. Sudaryti judéjimo su apribojimais (judéjimo glodzia kreive) 2D ir 3D matema-
tiniai modeliai. Modeliy struktira sudaro netiesinés pirmos arba antros eilés diferencialinés
lygtys. IStiri laisvo judéjimo ir judéjimo su pasipriesinimu atvejai. Skaitiniais metodais gauti
diferencialiniy lyg¢iy Kosi uzdavinio sprendiniai. Pateikti judéjimo su apribojimais taikymo
pavyzdziai, kuriuose yra svarbus tikslus jvairiy judéjimo su apribojimais daugelio parametry
radimas.

Raktiniai ZodzZiai: matematinis modelis; netiesiné diferencialiné lygtis; apribotas judéjimas; gravi-
tacijos jéga; energijos disipacija
AMS: T0K40

1 Ivadas

Judéjimo su apribojimais (constrained motion) uzdavinys dazniausiai sprendziamas
arba naudojant lokalia koordinaciy sistema arba apibendrintose koordinatese [1, 3].
Darbe sis uzdavinys iSsprestas inercinéje Dekarto koordinaciy sistemoje, t.y. sudary-
tas judéjimo su stacionariais holonominiais rysiais

T = .I'(U), Y= y(u)7 = Z(’LL), u € [u17u2]? T,Y,z € C(l)[ulaUQ] (1)

(plokscios kreivés atveju z(u) = 0) matematinis modelis (MM) ir apskaiCiuoti visi
tokio judéjimo parametrai (kaip laiko funkcijos). Visur tiriamo judéjimo priezastimi
yra tik gravitacijos jéga ir pradinis greitis vy = vi(u1), o MM sudarytas remiantis
materialaus tasko (MT) pilnos energijos balansu.
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2 2D Modeliai

Tegul masés m MT pradeda judéjima kreives L: y = y(z) (y € CM[zy, x5]) taske
[z1,y(z1)] su pradiniu grei¢iu v; = vy(x) ir juda kreive L, veikiant tik gravitacijos
jégai, tada pagal energijos tvermeés désnj potencinés E, = mg y(x) + const ir kinetinés
2
E, = %(x) energijos suma yra pastovi, todél

mv?(x) 2

mui
mgy(x) + const + 5 = Mgy + const + 5

¢ia g laisvo kritimo pagreitis, taigi v?(z) = v — 2g(y(x) — y1), bet y1 = y(x1), todeél

o) = /o2 + 20 (y(x1) — y(2)). (2)

IS (2) seka, kad MT judancio kreive L greitis bet kuriame kreivés L taske priklauso
tik nuo MT ordinadiy skirtumo y; — y(z) ir pradinio greicio v;. Jei kreive L apibrézta
parametrinémis lygtimis (1) z = z(u), y = y(u), u1 < u < ug, tai

v(u) = /o3 + 29 [y(ur) — y(w)].

Rasime MT judancio gravitaciniame lauke kreive y = y(x), z; < & < z3 judéjimo
lygtis. Tegul pradiniame taske [z1,y(z1)] greitis lygus vy, tada greitis bet kuriame
taske [z, y(z)] lygus

o) = /v + 20(41 — y(x).
Jei s = s(t) MT nueito kelio laiko tarpe nuo ¢ = 0 iki ¢ = ¢ funkcija, tai ds =
/1 + 3/ (z)2dz lanko ilgio diferencialas ir dt = ”(ls Tada laikas T' per kurj MT judés

v(x)”
kreive nuo tasko [z1,y(x1)] iki tasko [z, y(x)]:

gE ¥ ds * 1+ ¢/ (z)%dx
T = dt = — = . 3
/901 ! ~/£El U(l‘) T \/U% + 2g(y($1) - y(x)) ( )

Diferencijuodami (3) pagal z gauname MT judéjimo diferencialine lygti:

a_ IEGE "
dr /i +2g(y1 — )

Gavome diferencialine lygtj atvejams kai judéjimui su apribojimais néra energijos
disipacijos.

Tirsime judéjima (1 pav.) kreive y = f(z), kai MT su vienatine mase (m = 1)
veikia tik gravitacijos jéga Fy; o judéjimo kryptimi veikia terpés pasiprieSinimo jéga
F, = —kv (yra energijos disipacija). Grei¢iy lauko radimui sudarysime diferencialing
lygti, remiantis tuo, kad kinetiné energija Ej sunaudota pasipriesinimo jégai jveikti
laiko tarpe nuo t = 0 iki ¢ lygi:

t ¢ ¢
Ey(t) = / Fids = / kv(T)v(r)dT = k/ v (1)dr,
0 0 0
ia ds = v(7)dr — nueito kelio diferencialas taske 7.
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1 pav. MT veikiancios jégos esant pasipriesinimui.

Pagal energijos tvermeés désnj MT energija bet kuriuo laiko momentu ¢ yra lygi MT
energijai pradiniame taske minus energija sunaudota terpés pasipriesinimui nugaléti

Ek, t.y.
¢
—k/ v (1)dr.
0

t=0

2

mu? mu?
mgy + B ‘t:t: mgy +

Nemazinant bendrumo galime laikyti, kad m = 1, v(0) = 0, y(0) = 0, tada laiko
momentu ¢

v? ¢
gy + — = —k:/ v2(1)dr.
2 0
Diferencijuojant §j reiskinj gauname greicio pasiskirstymo laike diferencialing lygtj:
vv, + kv + gy, = 0. (5)

Lygtyje (5) visos funkcijos priklauso nuo laiko ¢, todél y/(¢) yra nezinoma ir iSspresti
gauta diferencialine lygtj (t.y. rasti greicio v priklausomybe nuo laiko) negalime.

Padauginus diferencialing lygti (5) i$ dt ir pastebéjus, kad y'dt = dy, vdt = ds,
v'dt = dv, gauname funkcijy v, s, y diferencialy sarysj:

vdv + kvds + gdy = 0. (6)

Sis sarysis galioja bet kurio parametro funkcijoms v, s, y. Todél, pavyzdziui, padaline
(6) is dz (tada parametru tampa x) gauname greicio diferencialing lygti:

v, + kvy/1+yi2 + gy, = 0. (7)

Taciau, kai v; = 0, lygtis (4) tampa iSsigimusia. Tada pastebéjus, kad vvl, = %(vQ);

ir pakeitus grei¢io funkcija v(z) i w(x) = v?(z), gauname jau neissigimusia (net kai
w(z1) = v*(x1) = 0) diferencialing lygti funkcijai w(x):
w, + 25w (14 y.2) + 29y, =0 (v(z) = Vw(x)). (8)

Tai pirmos eilés netiesiné lygtis su Kosi salyga v(x1) = vy.
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3 3D Modeliai

Tegul dabar masés m = 1 MT juda kreive (1) veikiamas tik gravitacijos jégos ir
terpés pasipriesinimo jégos Fy = —kv. Tada gravitacijos jégos F,; poveikj judéjimui
sudaro tik laisvo kritimo pagrei¢io g = [0,0, —g]T projekcija i judéjimo krypti 7 =
[2'(w) ¥ (u) 2’ ()]

/
_Zu

Fy=prrg= CEESTEE
Judéjimo lygéiy sudarymui pazymeésime u = w(t), (¢ia w(t) nezinoma funkcija, ¢ —
laikas). Funkcijos w(t) radimui sudarysime diferencialine lygti, nes zinant w(t), gau-
name judéjimo lygtis

B
=4

- t))?
y =y(w(t)),

z = z(w(t)).

Judéjimas veikiamas tik jégomis Fy, F}, (ju veikimo kryptys kolinearios), tai sumuo-
dami jas gauname atstojamaja jéga F (arba pagreitj a, nes m = 1):

-9,
Va2 Ty

Judancio tasko greic¢io vektoriy v rasime diferencijuodami judéjimo lygtis:

F=a=F,+F,= kv.

v = [e(w(t)y(w®), 2(w(t)], = [2, w), gl wi, 2] wi] = [, v, 20w,

tada judancio tasko greic¢io modulis v ir pagreitis a:
!/
ol = v = Val? + 2 22w,

W/ !0 v 12 12 /12 12 "
. dU _ (xu‘ru +yuyu +Zuzu)wt + (xu +yu +Zu )wt

e VIR YR+ 2

a(t)

)

u=w(t)
o atsizvelgus | tai, kad a = Fy + F}, turime
!
—gz
D) : ; 7 kv
s T u=w(t)
_ (a4l ) (R g2+
V x;ﬁ =+ yqlf + 2;2 u=w(t)

Isreiskus w} (t) gauname diferencialine lygtj funkcijos w(t) radimui:

' X2 yl2 + 212

(9)

u=w(t)

ir pradines salygas: w(t1) = w1 (u; pradinio kreivés tasko parametro u reikSmeé),
wy(t1) = \/ﬁ (nes v = \/2!2 + y!2 + 2/ 2wy, o vy greitis pradiniame kreivés
Pyt

taske).
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4 pav. Apribojanti kreive.

4 Skaic¢iavimo pavyzdziai
4.1 Keplerio parabolé (léktuvo trajektorija imituojanti nesvaruma [2])

Biitina léktuvo trajektorija (apribojanti kreivé 2 pav.) K, € CV[—o0, 0], a > 0:

exp(—az?), jei —oo <z < s(a),
K,y(z,a) = { —b(a)a? + ca), jei s(a) <z < —s(a),  s(a) = _2*\//5&, (10)
exp(—ax?), jei —s(a) < x < 400,

b(a) = aexp[—as®*(a)], c(a) = b(a) [(11 + sz(a)} .

Svorio kitimas judant parabole parodytas (3 pav.).
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1.
\

™ ay

5 pav. Pagreicio a(t) dedamyjy ax(t), ay(t), az(t) grafikai.

4.2 Judéjimas spirale elipsinio cilindro pavir§iumi su pasipriesSinimu

Tegul MT juda apribojancia kreive (u =0...27):

r = 2cosu,
y = —4sinu,
z= (27 —u)/2,
esancioje elipsinio cilindro pavir§iuje su pradiniu grei¢iu v; = v(0) = 0, o terpés

pasipriesinimo jéga Fy = 0.1v (4 pav.)

Pateiktos MT pagreicio a(t) = [as(t) ay,(t) a.(t)]T projekcijos i koordinaciy asis
(5 pav.).

Visi pavyzdziai skaic¢iuoti adaptyvaus zingsnio ketvirtos eilés Runges ir Kuto me-
todu.
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SUMMARY
Modeling of constrained motion

V. Kleiza, R. Satinskaité

This paper presents an investigation of modeling and solving of differential equations in the study of
mechanical systems with holonomic constraints. The 2D and 3D mathematical models of constrained
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motion are made. The structure of the models consists of nonlinear first or second order differential
equations. Cases of free movement and movement with resistance are investigated. Solutions of the
Cauchy problem of obtained differential equations were obtained by Runge-Kutta method.
Keywords: mathematical model; nonlinear differential equation; constrained motion; gravitation for-
ce; energy dissipation
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