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Santrauka. Autoriai [4] straipsnyje apibrézé pseudo Herono trikampio, kurio krastiniy il-
giy kvadratai yra sveikieji skai¢iai, o dviguba ploto reiksmé — irgi sveikasis skaicius, sgvoka.
Siame darbe nagrinéjamas atskiras tokiy trikampiy atvejis, kai dvieju jo krastiniy ilgiy kvad-
ratai yra 4k + 1 pavidalo pirminiai skai¢iai. [rodoma, kad bet kuriems dviems duotiesiems
pavidalo 4k + 1 pavidalo pirminiams skaiciams egzistuoja pseudo Herono trikampis, kurio
vir§unés yra sveikaskaités gardelés taskuose, o dviejy krastiniy ilgiy kvadratai lygus tiems
duotiesiems skaic¢iams. Be to jrodyta, kad tokiy trikampiy yra baigtinis skaic¢ius. Taip pat
irodoma, kad bet kuriam duotajam pavidalo 4k 4+ 1 pirminiam skai¢iui egzistuoja lygiaso-
niai pseudo Herono trikampiai, kuriy virSunés yra sveikaskaités gardelés taskai, ju Soniniy
krastiniy ilgiy kvadratai lygus duotajam skaiciui, o tokiy trikampiy yra baigtinis skaicius.

Raktiniai zodziai: Herono trikampis; pseudo Herono trikampis; pirminiai skaiciai; dviejy sveikuyjuy

skai¢iy kvadraty suma
AMS: 97F50, 97F60, 97C70

1 Ivadas ir rezultaty formulavimas

Gerai zinoma Ferma teorema teigia, kad kiekvienas pavidalo 4k + 1 pirminis skaic¢ius
p isreiskiamas dviejy sveikyjy skaic¢iy kvadraty suma p = a? + b2, a,b € Z, be to
israiska p = a® + b? yra vienintelé (jei nekreipiame démesio j skai¢iy a ir b sukeiti-
ma vietomis ir ju Zenkly kombinacijas). Ferma §j fakta pavadino ,fundamentaliaja
staciyjy trikampiy teorema“ (“the fundamental theorem on right-angled triangles”)
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[2, 107 psl], [1, 119 psl.], [5]. IS Sios teoremos seka, kad egzistuoja vienintelis statusis
trikampis, kurio jZambines ilgis lygus |/p, o statiniy ilgiai yra sveikieji skaiciai.

Apibrésime pseudo Herono trikampiy savoka, kurios atskiras atvejis yra Herono
trikampiai.

1 apibrézimas. Trikampis, kurio krastiniy ilgiy kvadratai yra sveikieji skaiciai, o dvi-
guba ploto reiksmé — irgi sveikasis skaic¢ius, vadinamas pseudo Herono trikampiu.

Pazymétina, kad mokyklinéje geometrijoje daznai susiduriama su pseudo Herono
trikampiais. Pavyzdziui, trikampis, kurio krastinés lygios Herono trikampio pusiau-
krastinéms, arba trikampis, kurio virsunés yra sveikaskaités gardelés taskai, yra
pseudo Herono trikampiai. Statusis trikampis, kurio statiniy ilgiai — sveikieji skaiciai,
irgi yra atskiras pseudo Herono trikampio atvejis.

Pagrindinius Sio darbo rezultatus isreiskia dvi teoremos:

1 teorema. Bet kuriems dviem duotiesiems 4k + 1 pavidalo pirminiams skaiciams
egzistuoja lygiai astuoni pseudo Herono trikampiai, kuriy virsunés yra sveikaskaités
gardelés taskuose, dviejy krastiniy ilgiy kvadratai lygus tiems duotiesiems skaiciams.

2 teorema. Bet kuriam duotajam pavidalo 4k+1 pirminiam skaiciui egzistuoja lygiai
penki lygiasoniai pseudo Herono trikampiai, kuriy virsunés yra sveikaskaités gardelés
taskai, jy Soniniy krastiniy ilgiy kvadratai lygus duotajam skaiciui.

2 Pagrindiniy rezultaty jrodymas

3 teorema [Ferma]. Bet kuriam duotajam pavidalo 4k + 1 pirminiam skaiciui p eg-
zistuoja vienintelis statusis pseudo Herono trikampis, kurio jZambinés ilgio kvadratas
lygus p, o statiniy ilgiai yra sveikieji skaiciai. Tokio trikampio virsunés gali buti
patalpintos gardelés 72 taskuose.

Teoremos jrodyma galima rasti [2] ir [1] darbuose.
Plokstumoje nagrinékime staciakampe Dekarto koordinaciy sistema ir joje svei-
kaskaite gardele Z2.

2 apibrézimas. Sakykime, kad trikampio OAC virsunés yra sveikaskaités gardelés
Z? taskuose, o taskas O yra koordinaciy sistemos pradzios tagkas. Tuomet krastine
AC vadinsime trikampio O AC pagrindu.

Teoremos 1 jrodymas. Pirmiausia teorema jrodysime, kai viena trikampio virsunié
yra koordinaciy pradzios taske O. Sakykime, kad p; ir ps yra du skirtingi pavidalo
4k + 1 pirminiai skaiéiai, tai pagal Ferma teorema teisingos lygybés p1 = 23 + y? ir
py = x5 +y3, Ga x> 0,y > 0, x5 > 0, yo > 0 — sveikieji skai¢iai. Sakykime,
kad p; < py. Sveikaskaitéje gardeléje Z? pazymékime taskus, kuriuos pavadinkime
Zemutine grupe (1 pav. atitinka atveji py = 5):

Ai(z1,y1), Bi(y1, 1), Ci(—=y1, 21), Di(—z1,91),
Ei(=x1,—y1), Fi(=y1, —21), G1(y1, —21), Hi (@1, —y1)-
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Fol-ya)

1 pav. 2 pav.

Pastebékime, kad

\/171: OA; =0B1=0C; =0D1 =0FE, =0F, =0G, =0H; = \/[L’%+y%.
Toje pacioje gardeléje Z? pazymékime taskus, kuriuos pavadinsime virsutine grupe:
As(w2,Y2), Ba(y2, ¥2), C2(—y2, T2), Da(—22,y2),

Ea(—z2, —y2), Fa(~y2, —22), G2(y2, —21), H1 (72, —y2).

Akivaizdu, kad toje pacioje gardeléje Z? pazymékime taskus, kuriuos pavadinsime
virSutine grupe:

\/]TQZOAQ:OBQZOCQ:ODQZOEQZOFQZOGQZOHQZ\/xg-i-y%.

Pastebékime, kad atstumai nuo bet kurio zemutinés grupés tasko iki bet kurio virsu-
tinés grupés tasko yra lygus vienam is Siy skaiciy.

V(e — 1) + (y2 — 1) = \/x% + a3 +yf + Y3 — 23132 — 210,

\/(CEQ +21)?2+ (Y2 — )% = \/CC% + x% + y% + y% + 2x179 — 2Y190,

Vizs —21)2 + (12 + )2 = \/96% + 23 +yi + y3 — 2129 + 2y1 90,

Vi(ra + 212+ (g2 +31)? = \/x% + a3+ yi + Y3 + 23122 + 2102,

\/(IEQ —1)? 4+ (y2 —11)% = \/»T% + Y3 4+ y? + 23 — 222y1 — 22192,

\/($2 +y1)?+ (g2 —x1)? = \/»T% + Y3 4+ Y7 + 23 + 22291 — 221y,

\/($2 —11)?+ (2 +21)% = \/CU% + Y3 4+ Y7 + 23 — 222y1 + 22192,

\/($2 +y1)? + (g2 +21)% = \/»T% + Y3 4+ Y% + 23 + 222y1 + 22190
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Nesunkiai patikriname, kad visi sie 8 atstumai yra skirtingi. IS ¢ia seka, kad jungdami
atkarpomis zemutinés grupés taskus su virSutinés grupés taskais, gauname trikampiy
pagrindus (2 pav. nubrézti tie pagrindai, kai p; = 5, p2 = 13, o visi pagrindai iSeina
is tagko Aj(z1,91)). I8 (1) lygybiy gauname, kad visi tie 8 trikampiai yra skirtingi.
Taigi gavome 8 skirtingus trikampius, kuriy virsiinés yra sveikaskaités gardelés Z2
taskai, o duotieji pirminiai skaiéiai py ir ps yra ty trikampiy krastiniy ilgiy kvadratai.
Sie 8 trikampiai yra pseudo Herono trikampiai [4].

Dabar sakykime, kad M NK yra trikampis, kurio virsunés yra sveikaskaités gar-
delés Z2 taskuose, M N = \/P1, MK = /p2, o virsuné M nesutampa su koordinaciy
sistemos pradzios tasku O. Atlikime tiesioginj plokstumos judesj, kuriuo taskai M ir
N atvaizduojami atitinkamai j taskus O ir A;. Kadangi MN = OA; = /py, tai toks
judesys egzistuoja ir yra vienintelis. Sakykime, kad tasko K vaizdas yra sveikaskaités
gardelés tagkas L(z,y). Kadangi 22 + y? = po, tai i§ Ferma teoremos isplaukia, kad
taskas L sutampa su vienu i$ virSutinés grupés tasky. O

4 pav.

3 pav.

Teoremos 2 jrodymas. IS Ferma teoremos seka, kad bet kuriam pavidalo 4k + 1
pirminiam skai¢iui p teisinga lygybe p = 22 + 92, éia > 0, y > 0 — sveikieji skaiéiai,
ir z > y. Sveikaskaitéje gardeléje Z? pazymeékime taskus

A(x,y),B(y,x),C(—y,x),D(—:r,y), (2)
E( - Z, _y)7 F(_y7 —I), G(ya _I)a H(I, _y)

(3 pav. brézinys atliktas, kai p = 13). Akivaizdu, kad
VP=0A=0B=0C=0D=0E=0F=0G=0H=/1+12. (3)

Nesunkiai randame, kad skirtingi atstumai tarp bet kuriy dvieju is tasky (2) yra lygus
vienam is Siy skaiciy:
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VI —2)?+ (@ —y)? = V2(z —y),

V=) + (@ +y)? = V2 + ),

Vy+)?+ (@ +y)? = V2 +y), "
V@ +2)2+ (y+9)? = 2V/(2? + ?),

V(e + )2+ (y—y)? = 2z,

Vie—2)2+(y+y)? =2y

Sujunge koordinaéiy pradzios taska O(0,0) atkarpomis su taskais (2), gauname
lygiasonius trikampius, kuriy virsunés yra sveikaskaités gardelés Z?2 taskai, o jy dvie-
ju Soniniy krastiniy kvadratai lygus duotajam pirminiam skaiciui p. Atstumas, lygus
skaiciui 24/22 + 32, negali bti lygiasonio trikampio pagrindu, nes i$ (3) lygybés gau-
name, kad jo virsunés yra vienoje tieséje. IS (4) lygybiu iSplaukia, kad yra 5 skirtingi
lygiasoniai trikampiai, kuriy Soniniy krastiniy kvadratai lygts p, o virSunés yra garde-
lés Z2 taskai. 4 pav. parodyti tie penki trikampiai, kuriy pagrindai, iSeina i gardelés
tasko A(z,y), kai p = 13. Sie 5 trikampiai yra pseudo Herono trikampiai [4].

Analogiski samprotavimai kaip ir 1 teoremos jrodyme leidzia daryti iSvada, kad
bet kuris lygiaSonis trikampis, kurio vir§iinés yra gardelés Z2 taskai, o dviejy Soniniy
krastiniy ilgiai lygus /p, yra lygus vienam is gautyjy penkiy trikampiy. 0O

IS 1 teoremos jrodymo neisplaukia, kad pseudo Herono trikampiai, kuriy dvie-
ju krastiniy kvadratai yra duotieji pirminiai skaiciai, yra tik tie 8 trikampiai, kuriy
virsunés yra sveikaskaités gardelés taskuose. Gali buti pseudo Herono trikampiy,
kurie pasizymi minétomis savybémis, bet néra tokios sveikaskaités gardelés, kurios
taskai buty ty trikampiy virsinés. Analogiskai i§ 2 teoremos jrodymo neisplaukia,
kad lygiasoniy pseudo Herono trikampiy, kuriy Soniniy krastiniy ilgio kvadratas yra
duotasis pirminis skaicius, yra tik 5 trikampiai, kuriy virsunés yra sveikaskaités gar-
delés taskuose, nes gali buti trikampiy, tenkinanciy sia salyga, kuriy virsunés néra
sveikaskaités gardelés taskuose.

Autoriai [4] darbe jrodé, kad bet kuriam pseudo Herono trikampiui egzistuoja
panasus jam trikampis, kurio virsinés yra gardelés Z? tagkuose. Yra Zinoma, kad bet
kurio Herono trikampio virSunes galima patalpinti sveikaskaités gardelés taskuose
[3, 6]. Analogiska prielaida pseudo Herono trikampiams (7r. [4] darbo 1 problema)
yra nejrodyta. Jei Sios prielaidos teiginys buty teisingas, tuomet bet kuriems duotiems
4k+1 pavidalo pirminiams skai¢iams p; ir pa (p1 # p2) egzistuoty tik 8 pseudo Herono
trikampiai, kuriy dviejuy krastiniy ilgiy kvadratai buty lygus duotiesiems skaic¢iams.
Taip pat bet kuriam 4k + 1 pavidalo pirminiam skaic¢iui p egzistuoty tik 5 skirtingi
lygiasoniai pseudo Herono trikampiai, kuriy Soniniy krastiniy ilgiy kvadratai buty
lygus tam pirminiam skaiciui.
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SUMMARY

Pseudo-Heronian triangles whose squares of the lengths of one or two sides are
prime numbers

E. Mazétis, G. Melnichenko

The authors introduced the concept of a pseudo-Heron triangle, such that squares of sides are integers,
and the area is an integer multiplied by 2. The article investigates the case of pseudo-Heron triangles
such that the squares of the two sides of the pseudo-Heron triangle are primes of the form 4k 4 1. It
is proved that for any two predetermined prime numbers of the form 4k 4+ 1 there exist pseudo-Heron
triangles with vertices on an integer lattice, such that these two primes are the sides of these triangles
and such triangles have a finite number. It is also proved that for any predetermined prime number
of the form 4k + 1, there are isosceles triangles with vertices on an integer lattice, such that this
prime is equal to the values of two sides and there are only a finite number of such triangles.

Keywords: Heronian triangles; pseudo-Heronian triangles; prime numbers; sum of squares of two
numbers
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