Liet. matem. rink, 45, spec. nr., 2005, 393-399

Obligaciju kainy modeliavimas

Jelena ARTAMONOVA (VU)
el. pastas: abashkina@takas.lt

Reziumé. Siame darbe pateikiama metodika, leidZianti ivertinti obligaciju rinkos modeliy parametrus.
Sitlomi metodai iliustruojami nagrinéjant Lietuvos Vyriausybés vertybinius popierius. Rezultatai rodo
kad (dvifaktorinis) kvadratinis binominis obligacijy kainy modelis leidZia tiksliau aproksimuoti turimus
duomenis nei analogiskas (vienfaktorinis) keturnominis modelis.

1. Ivadas

Obligaciju rinkos modeliavimas yra vienas i§ svarbiausiy finansy matematikos uz-
daviniy. Gausiame $iai temai skirty darby sarase galima iSskirti dvi dideles grupes
darbu: diskretaus laiko modeliai ir tolydaus laiko modeliai. Vienas pamatiniu diskre-
taus laiko modeliy buvo pasiilytas Ho ir Lee 1986 metais [8], kurie pasitilé modeli-
uoti obligaciju rinka remiantis binominiu medziu. Si konstrukcija yra analogiska gerai
zinomam akcijy rinkos Cox, Ross ir Rubinstein binominiam modeliui [4], kuriame
laikoma jog akcijos kaina i$ esamos biisenos sekanciu laiko momentu gali patekti tik i
dvi biisenas, t.y. pakilti arba nukristi. Ho ir Lee [8], remdamiesi arbitraZzo metodologija,
pasitlé obligaciju kainas aprasyti pradinés biisimosios normos (angl. forward rate)
kreivés, veikiamos tam tikros perturbaciju funkcijos, pagalba.

Tam, kad tiksliau aprasyti Ho—Lee modeli, tarkime, kad kiekvienam iSpirkimo mo-
mentui N =0, 1... egzistuoja nulinio kupono obligacija, kurios kaina momentu n
yra P(n,N) >0 (n=0,..., N). Tarkime, kad iSpirkimo momentu N iSmokamas 1
piniginis vienetas, t.y. su kiekvienu N teisinga lygybé P (N, N) = 1. Obligaciju kainy
dinamika Ho—Lee modelyje aprasoma lygtimis

PE] ..... E,,,l(n_lvN)
P, e,(n,N)= h(ep;n,N), P(0,N)>0;
PE] ..... E,,,](n_lvn)
Cian=1,...,N, N > 1, ¢, yra atsitiktiniai dydziai igyjantys reikSmes —1 ir +1,

o h(;n,N) : {—1;1} — (0, 00) yra tokios teigiamos ,,perturbaciju* funkcijos, kad
visiems N = 1,2,... galioja lygybé h(-; N,N) =1 ir h(—1;n,N) < h(l;n, N).
Taikydami nearbitrazinés rinkos prielaida ir laikydami, kad binominis medis yra susiri-
Santis, Ho ir Lee parodé kad homogeniniu atveju, t.y. kuomet h(-; n, N) = h(-; N—n),
egzistuoja toks skaicius o € (0, 1), kuriam

AN-n 1

hW(-:N-n)=————  h(l;:N-n)= —
=5 n) a+(1—a)AN-—1’ & n) a+(1—a)AN-—1’
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Ivairiis Ho—Lee binominio modelio apibendrinimai buvo nagriné¢jami Hull [9], Bliss
ir Ronn [3], Artamonovos ir Leipaus [1], [2] (vienfaktorinis atvejis); Heath ir kt. [6],
[7], Dybvig [5], Leipaus [10] (daugiafaktorinis atvejis) ir kituose darbuose.

Sio darbo tikslas — pateikti metodika, leidZiancia, turint realius duomenis, ivertinti
atitinkamy modeliy parametrus ir palyginti Siu modeliu tiksluma keturnominiui
ir kvadratiniui binominiui medziams, kurie yra lygintini vienfaktorinio ir dvifak-
torinio modeliu variantai. Iliustracijai nagrin¢jami Lietuvos Vyriausybés vertybiniai
popieriai 1992—-1997 metuy laikotarpiu, su iSpirkimo data 2008 metais. Rezultatai rodo
kad (dvifaktorinis) kvadratinis binominis obligaciju kainu modelis leidZia tiksliau
aproksimuoti turimus duomenis nei (vienfaktorinis) keturnominis modelis.

2. Obligaciju rinkos modeliu vertinimas
2.1. Multinominis obligacijy kainy modelis

Binominio Ho-Lee modelio, aprasancio obligacijos su iSpirkimo data N kaina mo-
mentu 7, apibendrinima i k-nomini, bearbitrazés rinkos modeli galima uzraSyti taip

[2]:

P, N)=PO.N)[[Xiter+ +e&i_) [ [ rlej: N = j). @2.1)
i=1 j=1

n=12,...,N,
¢ia P(0, N) — pradine obligacijos kaina, ¢; (j = 1,2, ..., N) igyja reikSmes i§ aibés
{0,1,...,k — 1}, odydziai X;(-) ir h(-; -) nusakyti lygybémis
Xi(e1 4 ...+ &-1) = X; () AT o1 (1>2); X >0,
AT

hr; j) = - -
rs.J) g+ ATT + . o ATED)

Tam kad nusakytume $i modeli, 1) parinksime dydzius X;(0),i =2, ..., N (X bus
parenkamas i§ duomenuy); 2) ivertinsime parametrus A, «q, ..., ax—1 € (0, 1) (ag ran-
damas i§ o9 + 1 + ... + ax—1 = 1) bei dydzius ¢4, ..., &,. Pirmaji Zingsni, atliksime
papildomai reikalaudami, kad egzistuotu tokia medZio Saka, kuriai palikanu X;(-)
reikSmé bty pastovi. Pavyzdziui, trinominio modelio atveju (k = 3) turi biti iSpildyta
X1 =X,(1) = X3(2) =..., keturnominio modelio atveju, X| = X3(3) = X5(5) =...
ir pan. (zr. 1 ir 2 pav.). Bendru atveju, §is reikalavimas nusakomas lygybe

A~Gk=DGE=Dx — iei k — nelyginis,
Xi(0) = { N A ” (2:2)

*(kz;l)("’l)Xl, jei k — lyginis.
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A
X1
A
X2(0)
X3(0)
1 pav. Trinominis medis.
2 pav. Keturnominis medis.
Antrajame zZingsnyje vertinsime parametrus A, oy, ..., &1, bei dydzius €y, ..., &,,
kurie nusakys tikslia lauzte, aproksimuojancia stebimas obligacijy su iSpirkimo data N
kainas py, ..., p, momentais 1, ..., n, atitinkamai. Tam tikslui naudosime maziausiy

kvadraty metoda, t.y. minimizuosime

n
. 2
L(Asaq,....ak-1:€1,....e0) = Y _ (pi — P(i, N))
i=1
pagal A, o, ..., 00— iIr €1, ..., &, su apribojimais

k—1
Zai:l’ OSO[Z'SI, i:O,...,k—l,
i=0

0<A<l,
gjef0,....k—=1}, j=1,...,n.
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Pastaraji uzdavini galima gana greitai iSspresti Excel programa, naudojant Solver
funkcija i§ Tools meniu.
2.2. Kvadratinis binominis obligacijy kainy modelis

Kvadratinis binominis obligaciju kainy modelis yra dvifaktorinis Ho—Lee binominio
modelio apibendrinimas. Remiantis Siuo modeliu, obligacijos su iSpirkimo data N
kaina momentu n uZraSoma taip [2]:

n

P, N)=P@O, M) [ [ Xi(er, ea)+... 4 (eri-1,2:-0) [ [ h((e17. £2)): N — ),
i=1 Jj=1

Ciag,; =0,1ir
Foter i Foterio
Xi((er1,820) + ...+ (e1,i—1, €2,—1)) = X; ((0, 0) A T LT AT TR
—rj NS
. Al AZ . .
oo+ a10A +oag1 Ay +ar(AjAy) T

h((r,s); j) =

Geometrinis $io modelio vaizdas pateiktas 3 pav.

Tam, kad palygintume $i modeli su atitinkamu keturnominiu modeliu, pirma-
jame Zingsnyje taip parinksime dydzius X;((0,0)),..., X5 ((0,0)) (X parenkamas
i§ duomenu), kad jie sutapty su dydziu X;(0),..., Xn(0) reikSmémis. Antrajame
zingsnyje ivertinsime parametrus (A, Az), ®gg, ®o1, ®10, &¢11 (oo + o1 +a19+ 11 =
1) bei dydzius (e11, €21), - - - » (€14, £21)- Velgi, naudosime maziausiy kvadraty metoda,
t.y. minimizuosime funkcija

n

. 2
L((A1, A2); 000, @01, @10, @113 (€11, €21), - - (E1n, €20)) = Z (pi — PG, N))
i=1

pagal (Ay, Az), oo, &1, &0, @11 it (€11, €21), - - -, (€14, £24) SU apribojimais

apo +ajo+apr tai=1; 0<oy <1 (u,v=0,1);

3 pav. Kvadratinis binominis medis.
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0<A, A <1

eyj =0; 1

Kaip ir vienfaktorinio modelio atveju, §i uzdavini, spresime Excel pagalba.

w=12 j=1,...,n).

3. VVP kainu modeliavimas

397

Siame skyrelyje pateikiami praktiniai rezultatai aukiCiau apraSytais metodais mode-
liuojant Lietuvos Vyriausybés vertybiniy popieriy kainas. 1 lenteléje pateiktos 100 Lt
nominalo VVP su iSpirkimo data 2008.11.15 palikany normos ir pusmetinés kainos
intervale 1992.01.02 iki 1997.12.25.

1 lentelé. Lietuvos VVP duomenys

Periodas i Data Paltkany norma (%) Kaina p; (Lt)
0 1992.01.02 7.877 27.18
1 1992.07.02 8.057 27.44
2 1992.12.31 7.713 30.08
3 1993.07.01 6.820 35.67
4 1993.12.30 6.680 37.63
5 1994.06.30 7.885 32.90
6 1994.12.29 7.985 33.74
7 1995.06.29 6.675 41.54
8 1995.12.28 5.965 46.90
9 1996.06.27 7.100 42.15

10 1996.12.26 6.595 46.24
11 1997.06.26 6.765 46.88
12 1997.12.25 5915 53.01

2 lentelé. [vertinti parametrai

A o Paklaida
BM A =0.994 oo = 0.080 50.070
a1 =0.920
™ A =0.995 oo =0.263 13.795
a; =0.020
ap =0.717
KM A =0.996 oo = 0.003 12.533
a; =0.001
oy =0.819
oy =0.177
KBM A;1=0.996 g =0.000 7.032
A>=0.993 19 =0.273
o] = 0.394

ago =0.333
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4 pav. Keturnominis medis.
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5 pav. Kvadratinis-binominis medis.

Taigi, Siuo atveju N =34, P(N, N) = 100 Lt, o i$ lentelés turime pq,..., pi2
reikSmes ir X; = 1.08057. Misy tikslas — Siems duomenims ivertinti multinomini
ir kvadratini-binomini medi, kurie (maziausiu kvadratu prasme) aproksimuoty realias
obligacijos kainas pi, ..., p12. 2 lentel¢je pateiktos ivertintos Suoliu A, tikimybiu o
reikSmés bei atitinkamos vidutinés kvadratinés paklaidos binominio (BM), trinominio
(TM), keturnominio (KM) ir kvadratinio binominio (KBM) modeliy atvejais.

Keturnominis ir kvadratinis binominis medziai bei ivertintos kainy lauZtés pavaiz-
duotos atitinkamai 4 ir 5 pav.

Pastebésime, kad kvadratinio binominio medzio atveju vidutiné kvadratiné paklaida
yra Zymiai mazesné nei trinominio ir keturnominio medZiy atveju, taciau skaiciavimai
uzima daugiau kompiuterio laiko.
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SUMMARY

J. Artamonova. Simulation of bond prices

In this paper we introduce the estimation technique for the parameters of the bond pricing model. The
proposed methods are illustrated by the Lithuanian Government securities. The results show that a squared
binomial (two-factor) bond market model approximates the bond prices more precisely than analogous
quadronomial (one-factor) model.

Keywords: bond market, squared binomial model, quadronomial model.



