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1. Ivadas

Nemazos dalies pseudosveikaskaitinio programavimo uZdaviniy sudétingumas yra
aukstesnis nei polinominis. Toks yra ir straipsnyje nagrinéjamas resursu paskirstymo
uzdavinys su netiesine pelno funkcija ir specifiniais ribojimais. PanasStis paprastesni
uzdaviniai yra dar Belmano spresti dinaminio programavimo metodais [1]. Sudétin-
gesniems ir ypa¢ didesnés apimties uZdaviniams sunku taikyti tikslius metodus, nes
operaciju kiekis auga eksponentiSkai. Todél taikyti apytiksliai matematinio progra-
mavimo metodai [2], [3], [4], [5]. Apytiksliu algoritmuy taikyma pateisina tai, kad ir
naudojami modeliai paprastai yra apytiksliai.

Siame straipsnyje pratesiami ankstesni autoriaus ir kolegy darbai [6], [7] - pasiilyti
apytiksliai greiti algoritmai netiesiniam uZdaviniui su specifiniais ribojimais: vienos
rasies resursai gali biiti priskirti tik vienai vartotoju grupei, o kiekviena vartotoju grupé
gali naudoti visy raiSiy resursus. Rasti algoritmu operaciju skaiCiaus iverciai, eksperi-
mentiSkai pagristas algoritmo modifikacijos pranaSumas. Sukurti algoritmai priklauso
diskretiniy gradientiniy algoritmu klasei [2], [3], [4] ir yra Zinomu algoritmy iSvysty-
mas, panaudojant specifines uzdavinio savybes.

2. Uzdavinio formulavimas

Aprasykime pseudosveikaskaitinio optimizavimo uZdavini, su realia netiesine tikslo
funkcija, kuri galima interpretuoti kaip diskreCiu nevienarasiy resursy paskirstymo
vartotoju grupéms optimizavima. Tarkim, kad turime m rasSiu resursy, kiekvienos
riSies po b; vienety. Tuos resursus reikia paskirstyti tarp n vartotoju, paskirstyma
apraSo matrica x = [x;;], i = 1,m, j= 1, n, kur xij € {0,1,...,b;} yra i-tos rusies
resursy kiekis, paskirtas j-tajam vartotojui. Visi j-tajam vartotojui paskirti resursai
apraSomi vektoriumi x; = (x;;, i = 1,m) ir j-tasis vartotojas padaro ¢ j(xj) nuos-
toliy. Bendri nuostoliai F(x) = Z'}=1 @;j(xj) yra n X m sveikaskaitiniu kintamuju

reali funkcija F'(x): I"*™ — R, adityvi vektoriniy kintamuju x;, j = 1, n atzvilgiu.

Vienos riisies visi resursai gali biiti priskirti vienai vartotoju grupei, ir tas vartotoju
suskaidymas i grupes nebiitinai turi biiti vienodas skirtingoms resursy rii§ims. Tarkim,
kad kiekvienam i vartotojy aibé J = {1, ...,n} yra suskaidyta i K; nepersikertanciy
grupiu Ay CJ, k=1,K;, Aix NAjj=¢, k#IL.
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Turime minimaliy nuostoliy paieskos uzdavini:

F(x):Z(pj(xj)e)rcréiB. (D)
j=1

Kintamujy x;; sritis D apibréZiama taip:

)CijE{O,l,...,bi}, (2)
n

> xij<bi, i=Tm, bi>0, 3)
j=1

D xij Y xig=0 Vil k: l#k. 4)
JEAi S€Aik

Uzdavinys (1)—(4) bendru atveju, taip pat ir daznu specialiu atveju, yra sudétingas,
nesprendziamas per polinomini laika. UZdavinio sudétinguma ir taikytinus algoritmus
apsprendZzia funkciju ¢; (x;) ir srities D savybés.

Efektyvius sprendimo algoritmus sukurti mums padés kai kuriems taikymams
budinga tikslo funkcijos savybé: papildomu resurso vienetu paskyrimas vartotojui
duoda vis maZesni, nuostoliy sumazéjima — papildomi resursai vis maziau efektyviai
naudojami. Nagrinésime atveji, kai tikslo funkcijos diskretinis kairysis gradientas [4]

ViiFx+e) =Fx) — Fx+eij) =¢j(xj) —¢;(x;+e)=Vipj(x;) (5

yra nedidéjanti funkcija. Cia vektorius e; j turi i j-taja vieneting koordinate, atitinkamai
e; — i-taja vieneting koordinate, kitos koordinatés nulinés. Tokios funkcijos vadinamos
koordinatiSkai i8kiliomis. Laikysime, kad funkcijos ¢; (x;) irgi yra nedidéjancios.

3. Sprendimo algoritmai

Sveikaskaitinio optimizavimo uzdaviniams spresti s€ékmingai naudojami diskretinio
gradiento (greedy) metodai. Metode kiekvieno Zingsnio metu paskiriama viena resurso
porcija, duodanti didZiausia nuostoliy funkcijos sumazéjima.

Hierarchinis algoritmas. Uzdaviniui (1)—(4) §i metoda skaidysime i du hierar-
chinius lygius. Aukstesnio lygio sprendimo algoritmas iSrenka didZiausia nauda duo-
danti vienos riisies visy resursu paskyrima vienai vartotoju grupei. Tas paskyrimo nau-
das skaiciuoja Zemesnio lygio algoritmas, kuris paskirsto vienos riiSies resursus grupés
viduje, tai yra randa dalinio uzdavinio (1)—(3) su m = 1 sprendini. Aukstesnio lygio al-
goritmas kiekviename Zingsnyje naudoja Zemesnio lygmens algoritma tiek karty kiek
liko galimy paskyrimy grupémes.

Zemesnio lygmens algoritmas vartotojy grupei nuosekliai skirstys po viena vienos
riiSies resurso vieneta — pirmiausia didziausios naudos paskyrimai.

Kai m = 1 daliniams uZdavinio (1)-(3) atvejams eilé autoriu irodé¢, kad toks nuo-
seklaus skirstymo algoritmo sprendinys yra globalus optimumas. Tam tikrais aspektais
bendresnio uzdavinio sprendinio optimaluma irodé Kovaliovas [4], remdamasis tikslo
funkcijos separabilumu ir koordinatiniu iskilumu.
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Formalizuokime aukstesnio lygmens uzdavinio algoritma.

Pradedame nuo x° =0, ,80 =1,..., 1), ¥°= W, ..., ¥n) = (91 (x?), eer Op (x,?)).
Kiekviename c-tame Zingsnyje randame kurios nors riisies resursy optimaly paskyrima
vienai vartotojuy grupei:

(I,k) =arg max {F(x9) — F(x“+ Zm)}. (6)
@ir): B;>0, 1<r<K;

I§ Zemesnio lygmens grazinami x+1 = x¢ 4 76k getl = ge ¢ et gia 7607
yra zemesnio lygmens sprendinys, gautas paskirstant i-tos riiSies resursus A;, grupés
viduje nuoseklaus skirstymo algoritmu.

Zemesnio lygmens uzdaviniai aprasomi taip:

7" =arg min F(x°+7z), ¢a D; = {z: Z zij < bji; (2 :O,j¢Ai,vl¢i)}.
eeDir JEAir

Formalizuodami Zemesnio lygmens algoritma pasinaudosime tikslo funkcijos
pokycio separabilumu (5) ir tuo, kad priskyrus viena resurso vieneta j-tam vartotojui,
pakinta tik to vartotojo nuostoliai — vélesniems palyginimams naudosime iSsaugota
nuostoliy vektoriu, taip mazindami nuostoliy skai¢iavimu kieki.

Skirstyma vartotojy grupei A;; pradedame nuo kintamujy y° = x¢, p® =b;, w° =
W1y ey ) = (@1 (y?), ees Op (y,?)), s = 0, perduoty i§ aukstesnio lygio algoritmo.
Pradinis iSloSimas A = 0. PaskaiCiuojame galimy sumaZéjusiy nuostoliy vektoriy
Y= = (‘/’j()’? +eij)), j € Aik.

Kiekviename s-tame Zingsnyje randame optimaly paskyrima:

l:arngaX{Vifﬂj()’;):wj_Vj}' @

Atlickame perskaitiavimus y**! = y$ + ¢y, ptl=pf — 1, A=A+ —
Vi, Y=y el pH #0tai y =@ (T +en).

Skai¢iavimus tesiame tol, kol yra ka paskirti, tai yra kol taps p*t! =0, arba
Vig (yl”l) =0. Tada y**! bus tikslus dalinio uZdavinio sprendinys x¢ + z°".

Algoritmo sudétingumas. Zemesnio lygio algoritmas turés ne daugiau b; Zingsniy
ir Vg bus skaiiuojamas ne daugiau b;|A;x| karty; vieno vartotojo nuostoliai ¢ skai-
Ciuojami tik skaiCiuojant vektoriy y, tai yra ne daugiau b; — 1 4 |A;¢| karty. Jei
Vipj(xj), J € Ajx yra grieZtai mazejancios funkcijos, tai skaiCiavimy kiekiu iverciai
yra tikslis.

Atliekant perrinkima (6) vienai resursu riiSiai dalinis uZdavinys sprendziamas tiek
karty, kiek yra grupiu — K;. Taigi, jei visi b; lygis b ir K; lyglis K, tai vieno vartotojo
nuostoliai ¢ skai¢iuojami ZK"(|A,~;(| +b; — 1) =n+ K(b — 1) karty. Vienos rusies
grupiy perrinkimas atliekamas m (m + 1) /2 karty, todél turime teigini:

TEIGINYS. Bendras vieno vartotojo nuostoliy funkcijos ¢ skaiciavimy kiekis hie-
rarchiniu algoritmu yra nedidesnis nei (n + Kb — K)m(m+1)/2 ir lygus Siam dydZiui
tada, kai diskretaus gradiento funkcijos Vi@;(x;), j € Ajx yra grieZtai maZéjancios
xj atZvilgiu srityje D.
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Saku ir ribu metodas. Hierarchini, algoritma galima pagreitinti, tai yra sumazinti
nuostoliy skai¢iavimu kieki, nekeiGiant algoritmo tikslumo. Saka laikysime paskir-
styma vienai vartotoju grupei. Riba — iSloSimas A pasiektas ankstesnése grupése
zingsnio (6) viduje. Spresdami dalini uzdavini (7) A;, grupei, kiekviename nuosek-
laus skirstymo algoritmo s-tame Zingsnyje nuostolius sumaZiname dydZiu V;¢; (x;).
Trumpumo délei paZymeékime $i dydi. V;,. IS koordinatinio iSkilumo iSplaukia, kad su
kiekvienu s Zingsniu skirtumas V7, vis mazés. Todeél po dalinio uzdavinio sprendimo s-
tojo Zingsnio turime iverti, F (x¢ +z7") > F(x°) =Y} _o Vl.hr —(bi —s =DV, = w;,.
Kiekviename aukstesnio lygio algoritmo Zingsnyje nutraukiame dalinio uZdavinio gru-
pei A;, sprendima, jei turime perspektyvesne grupe A g, tai yra, jei ankscCiau pasiek-
tas rekordas F (x¢ + z°K) < wj,..

4. Pavyzdys ir eksperimentinis tyrimas

Aprasysime paprasta nuostoliy funkcijos modeli. Tarkim, kad yra Zinoma j-tojo
taikinio sunaikinimo tikimybeé a;; (i = 1,m, j=1,n) su i-tos rasies gynybos prie-
monés vienetu, o taip pat yra Zinomas subjektyvus j-tojo taikinio svoris, kitaip ta-
riant, galimas nuostolis G ;(j = 1, n), kuri, gali sukelti j-tasis taikinys. Laikome, kad
taikinio iSlikimo faktai po kiekvienos priemonés vieneto panaudojimo yra nepriklau-
somi ivykiai. Tada vidutiniai galimi nuostoliai ¢; (x;) dél j-tojo taikinio yra ¢;(x;) =
G [Tt (I —aij) .

1 lenteléje pateikiame vieno vartotojo nuostoliy funkcijos ¢ skaiCiavimu kiekio
vidurkius IF, gautus i$ 100 atsitiktinai sugeneruoty uzdaviniy.

5. ISvados

Pasiiilytas greitas hierarchinis gradientinis algoritmas nevienalyCiams diskretiems
resursams skirstyti vartotoju grupéms, kai tikslo funkcijos yra netiesinés ir koordi-
natiSkai iSkilios. Gavome tiksly algoritmo sudétingumo polinomini, iverti. Eksperi-
mentai rodo, kad algoritmo modifikacija dar labiau sumazina skaiciavimu kieki, ypac
didelés apimties uzdaviniams. Santykinés paklaidos kinta nuo 1 iki keliolikos procenty
augant uZdavinio apimciai.

1 lentelé. Vieno vartotojo nuostoliy funkcijos skaiciavimy kiekiai

K 2 2 2 3 3 3 5 10
m 2 2 4 4 6 6 30 30
n 5 5 5 10 10 10 30 50
b 2 4 4 4 4 8 30 30

Hierarchinio /Fy 27 39 130 120 462 714 83700 162750

Saky ir ribu IFs 20 30 97 160 329 481 37572 54815

1001Fs/IFy % 5 79 75 73 71 67 45 34
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SUMMARY

V. Tiesis. Discrete resource allocation to groups of customers

The paper deals with the non-homogeny discrete resource allocation to groups of customers with non-linear
profit functions. The fast hierarchical greedy algorithms are presented and investigated. The exact upper
bound was found for complexity of the algorithm. The experiments prove the advantage of the modification
of the algorithm.

Keywords: discrete optimisation, greedy algorithms, resource allocation.



