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1. Uždavinio formulavimas

Tarkime, kad anizotropiškai laidžios terpės srities forma yra vienodo storio h sta-
čiakampis gretasienis D = a × b × h, kurio pagrindo kraštinės bet kaip orientuotos

atžvilgiu savitojo elektrinio laidumo tenzoriaus σ =
(
σ11 σ12
σ12 σ22

)
pagrindini

↪
u krypči

↪
u.

Dviejuose priešingose stačiakampio kraštinėse išdėstomi kontaktai κ1, κ3, o kiti du
kontaktai κ2, κ4 taškiniai išdėstomi likusi

↪
u kraštini

↪
u centriniuose taškuose (žr. 1 pav.).

Bandym
↪

u metu, praleidžiant elektros srov
↪
e pro kontakt

↪
u poras κ1 ir κ2, κ1 ir κ3, κ1 ir

κ4, matuojami atitinkam
↪

u srovi
↪

u stipriai I12, I13, I14 ir atsirad
↪
e tarp likusi

↪
u kontakt

↪
u

potencial ↪u skirtumai�ϕ34,�ϕ24,�ϕ23.
Darbe sprendžiamas uždavinys: žinant šiuos matavim

↪
u rezultatus, rasti tenzori

↪
u σ .

2. Laidumo tenzoriaus dedam
↪

uj
↪

u išraiškos

Sudarius
↪
itamp

↪
a V tarp kontakt

↪
u κ1 ir κ3 potencialo ϕ pasiskirstym

↪
a stačiakampio D

kraštinėje y = 0 (0 � x � a) galima išreikšti parametrinėje formoje [1]:

ϕ = V

∫ t

0
f0.5,k(τ )dτ/A0.5,k, (1)

1 pav. Kontakt ↪u išdėstymas stačiakampio formos bandinyje.
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x = a

∫ t

0
fα,k(τ)dτ/Aα,k, (2)

čia t ∈ [0,1], fα,k(τ) = τα−1(1− τ)−α(1−kτ)α−1, Aα,k = ∫ 1
0 fα,k(τ)dτ , o pratekan-

čios srovės I13 dyd
↪
i integral

↪
u santykiu:

I13 = V
√

detσ
A0.5,1−k

A0.5,k

. (3)

Be to, skaičius

α = 1
π

arccos
−σ12√
σ11σ22

∈ (0,1), (4)

o parametras k ∈ (0,1) yra vienareikšmiškai išsprendžiamos lygties

Aα,1−k

Aα,k

= b

a

√
σ11

σ22
(5)

sprendinys. Remiantis s
↪
aryšiais (3)–(5), randame tenzoriaus dedam

↪
asias:

σ11 = λ
a

b

Aα,1−k

Aα,k
, σ12 = −λ cos(απ), σ22 = λ

b

a

Aα,k

Aα,1−k
, (6)

λ = √
det σ/ sin(απ).

Tuo būdu 3 dydžiai detσ,α,k vienareikšmiškai apibrėžia laidumo tenzori
↪

u σ .

3. Laidumo tenzoriaus apskaičiavimas, remiantis fizikiniais matavimais

a) Tenzoriaus invarianto detσ radimas van der Pauw metodu

Pamatavus sroves I12, I14 ir potencial
↪

u skirtumus �ϕ34,�ϕ23, laidum
↪

a s = √
det σ

rasime išsprend
↪
e van der Pauw lygt

↪
i [2]:

exp
( − πsh|�ϕ34|/I12

) + exp
( − πsh|�ϕ23|/I14

) = 1. (7)

Ši lygtis visada turi vienintel ↪i sprendin ↪i s, kur ↪i galima rasti Niutono būdu parinkus
bet kur

↪
i pradin

↪
i artin

↪
i s(0), pvz., s(0) = 0. Pastebėsime, kad lygtis (4) išvesta darant

prielaid
↪

a, kad vis
↪

u kontakt
↪

u ilgiai be galo maži, todėl žemiau
↪
ivertinsime atsiradusi

↪
a

paklaid
↪

a.

b) Parametr
↪

u α ir k radimas

Atlikime dar vien
↪

a bandym
↪
a, kurio metu bus pamatuota srovė I13 ir potencial

↪
u skir-

tumas �ϕ24. Tada kontakto κ4 potencialas ϕ4 = (V + �ϕ24)/2, nes ϕ2 + ϕ4 = V .

↪Irodysime, kad ši ↪u matavim ↪u pakanka.

TEOREMA. Žinant dydžius
√

detσ, I13,ϕ4 lygči
↪

u sistema (1)–(3) vienareikšmiškai
išsprendžiama atžvilgiu nežinom

↪
uj

↪
u k ir α.
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Iš tikr
↪

uj
↪

u, parametr
↪

a k vienareikšmiškai apibrėžia lygtis (3), nes

A0.5,k =
∞∑
i=0

(

(i + 0.5)/
(i + 1)

)2
ki

monotoniškai didėjanti (nuo 0 iki ∞) kintamojo k funkcija. Parametr
↪

a t vienareikš-
miškai apibrėžia lygtis (1):

ϕ4 = V

∫ t

0
f0.5,k(τ )dτ/A0.5,k,

nes f0.5,k(τ ) > 0. Parametr
↪

a α apibrėžia lygtis (2), kai x = a/2, kadangi integral
↪

u
santykis

x =
∫ t

0
fα,k(τ)dτ/Aα,k

monotoninė kintamojo α funkcija. Iš tikr ↪uj ↪u, apskaičiavus

∂2x

∂t∂α
= fα,k(τ)

(Aα,k)
2

(
Aα,k

(
ln(t − kt2) − ln(t − 1)

) − ∂Aα,k

∂α

)
,

matome, kad ši išvestinė intervale t ∈ (0,1) turi ir tik vien
↪

a ir tik vien
↪

a nul
↪
i, nes skir-

tumas ln(t − kt2) − ln(1 − t) didėdamas keičiasi nuo −∞(t = 0) iki +∞(t = 1),
o funkcija fα,k(t) = τα−1(1 − t)−α(1 − kt)α−1 > 0, t ∈ (0,1). Be to, ∂x

∂α
|t=0 =

∂x
∂α

|t=1 = 0, nes x|t=0 ≡ 0 , x|t=1 ≡ 1. Todėl ∂x
∂α

< 0, t ∈ (0,1), α ∈ (0,1). Teorema

↪
irodyta.

Tuo būdu, α ir k radimui iš eilės sprendžiamos 3 lygtys (3), (1) ir (2). Kaip
↪
irodyta,

vis
↪

u j
↪

u dešiniosios pusės monotoninės nežinomojo dydžio funkcijos. Todėl jas patogu
spr

↪
esti pusiaukirtos būdu, kadangi šis būdas visuomet konverguoja ir nesunku

↪
ivertinti

sprendinio tikslum
↪
a.

4. Metodo paklaidos ↪ivertinimas

Kadangi Van der Pauw lygtis (7) apibrėžia laidumo tenzoriaus determinant ↪a tik tuo
atveju, kai visi bandinio kontaktai yra be galo maži, todėl iškyla svarbus sudaryto
metodo paklaidos

↪
ivertinimo uždavinys.

Pastarojo sprendimui, tarkime, kad laidumo tenzorius σ vertė yra žinoma. Tada,

↪
imanomas toks skaičiavimo algoritmas.

1. Spr
↪
esdami iš eilės (4), (5) ir (2) lygtis rasime parametrus α,k ir t . Po to, pagal (1)

ir (3) galime rasti potencial
↪

a ϕ4 ir srovės stipr
↪
i I13.

2. Van der Pauw parametrai |�ϕ34|/I12, |�ϕ23|/I14 skaičiuojami tokiu būdu.
Kadangi kontaktai κ2 ir κ4 taškiniai, tai srovi

↪
u stipriai I14, I12 ir potencial

↪
u skir-

tumai �ϕ34,�ϕ23 nykstamai maži dydžiai. Galima
↪
irodyti, kad j

↪
u santyki

↪
u ribos

egzistuoja ir gautos ši
↪

u rib
↪

u išraiškos per pilnuosius elipsinius integralus.
3. Remiantis apskaičiuotais dydžiais ϕ4, I13, |�ϕ34|/I12, |�ϕ23|/I14 ir taikant aprašyt

↪
a

3 skyriuje metod
↪
a, randamas tenzoriaus σ artinys σ̃ .
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2 pav. Paklaid ↪u pasiskirstymas.

Metodo tikslumo
↪
ivertinimui pasirinkta santykinė paklaida δ = ∑

(σij − σ̃ij )
2/∑

(σij )
2 · 100%, čia ij = (1,1), (1,2), (2,2).

Paklaid
↪

u pasiskirstym
↪
a iliustruoja 2 pav. Čia s1/s2 pagrindini

↪
u tenzoriaus dedam

↪
uj

↪
u

santykis, a/b – bandinio kraštini
↪

u ilgi
↪

u santykis. Kiekvieno kreivės taško ordinatė

atitinka maksimali
↪

a vis
↪

u tenzori
↪

u, kuri
↪

u kanoninis pavidalas yra
(
s1 0
0 s2

)
, paklaid

↪
a δ.

Pavyzdžiui, kreivės a/b = 3 taškas (3, 0,8) reiškia, kad visiems tenzoriams, kuri
↪

u
pagrindini ↪u dedam ↪uj ↪u santykis 1/3 � s1/s2 � 3, santykinė paklaida neviršija 0,8%.

Šis darbas atliktas tiriant plon
↪

uj
↪

u metalini
↪

u sluoksni
↪

u elektrinio laidumo ani-
zotropiškum

↪
a, atsirandant

↪
i gaminant sluoksnius elektrinio lauko poveikyje. Darbo

naujum
↪
a sudaro tai, kad buvo atsisakyta klasikini

↪
u jo nustatymo būd

↪
u [3], o pritaiky-

tas van der Pauw metodas, kuris buvo sukūrtas ir naudojamas Holo efekto uždavini
↪

u
sprendimui.
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SUMMARY

J. Kleiza, V. Kleiza. A method of calculation of specific conductivity tensor of a anisotropic media

The article presents a method for calculating specific electrical conductivity tensor. This method is based
on substantiation of uniqueness and existents theorems.
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