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1.
↪
Ivadas

Filono kvdratūrinė formulė yra skirta apskaičiuoti integralus

s =
∫ b

a

f (x) sin(kx)dx ir c =
∫ b

a

f (x)cos(kx)dx. (1)

Taikant klasikin
↪
e Filono kvadratūrin

↪
e formul

↪
e [4], funkcija f (x) intervale

[xi−1, xi+1] ⊆ [a,b] keičiama kvadratiniu interpoliaciniu polinomu y(x) = a + b(x −
xi)+ c(x − xi)

2, einančiu per taškus (xi−1, f (xi−1)), (xi ,f (xi)), (xi+1,f (xi+1)), čia
xi = (xi−1 + xi+1)/2. Po to gautas itegralas skaičiuojamas tiksliai.

Literatūroje [3] išnagrinėta n-os eilės Filono kvadratūrinė formulė, kai funkcija
f (x) nagrinėjamame integravimo intervalo subintervale [α,β] ⊆ [a,b] keičiama n-os
eilės interpoliaciniu polinomu Pn(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0, kur

↪
i

nusako vienas nuo kito lygiai nutol
↪
e (n + 1) interpoliavimo mazgai, pradedant kai-

riuoju ir baigiant dešiniuoju subintervalo galais. Po to integralai
∫ β

α
Pn(x) sin(kx)dx

ir
∫ β
α

Pn(x)cos(kx)dx skaičiuojami tiksliai.
Minėtame darbe n-os eilės Filono kvadratūrinės formulės paklaid

↪
a siūloma ap-

skaičiuoti remiantis rezultatais, gautais tame pačiame subintervale taikant integravi-
mo žingsnius h ir h/2. Čia siūlomas kitas šios formulės paklaidos

↪
ivertinimo būdas,

paremtas
↪
idėt

↪
uj

↪
u formuli

↪
u idėja [2]: paklaida subintervale [α,β] ⊆ [a,b] apskaičiuo-

jama pagal formul
↪
e

δ=max
(∣∣∣

∫ β

α

∣∣Pn(x)−Pn−1(x)
∣∣ cos(kx)dx

∣∣∣, ∣∣∣
∫ β

α

∣∣Pn(x)−Pn−1(x)
∣∣ sin(kx)dx

∣∣∣
)
,(2)

čia Pn−1(x) – interpoliacinis polinomas, nusakomas tais pačiais interpoliavimo maz-
gais, kaip ir Pn(x), atmetus vien ↪a vidin ↪i mazg ↪a. Galime tikėtis, kad (2) formulė siau-
rame subintervale [α,β] duos pakankamai tiksl

↪
u paklaidos

↪
ivert

↪
i, kadangi |f (x) −

Pn(x)| ≈ |Pn+1(x) − Pn(x)| kai interpoliavimo žingsnis yra mažas [1]. Kita vertus,
(2) formulė yra ekonomiškesnė nei paklaidos formulė, pagr

↪
ista intergravimo rezul-

tatais, gautais su skirtingais integravimo žingsniais.
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2. Polinomo koeficient
↪

u apskaičiavimas

Pirmasis n-os eilės Filono kvadratūrinės formulės etapas yra polinomo Pn(x) koe-
ficient ↪u apskaičiavimas. Vienas iš patogiausi ↪u koeficient ↪u apskaičiavimo būd ↪u yra
Aitkeno schema [5], skirta apskaičiuoti interpoliacinio polinomo reikšm

↪
e duotame

taške. Modifikavus ši ↪a schem ↪a, galima lengvai apskaičiuoti interpoliacinio polinomo
koeficientus.

Duoti interpoliavimo taškai (xi, yi ), i = 1,n + 1. Apskaičiuoti polinomo Pn(x) =
an+1x

n + anx
n−1 + · · · + a2x + a1 koeficientus.

Apskaičiuoti koeficientus ai, i = 1,n + 1 patogu MATLAB‘o aplinkoje, nes
MATLAB‘as

↪
igalina paprastai atlikti veiksmus su koeficient

↪
u masyvais.

Algoritmas apskaičiuoti polinomo Pn(x) koeficientus
p=zeros(n+1,n+1);

p(:,1)=y;

for k=1:n

for i=1:n+1-k

p(i,1:k+1)=([p(i+1,1:k)-p(i,1:k) 0]+...

[0 p(i,1:k)*x(i+k)-p(i+1,1:k)*x(i)])/(x(i+k)-x(i));

end;

end;

a=p(1,:);

Kad Pn(x) koeficient
↪

u apskaičiavimo uždavinys būt
↪

u gerai s
↪
alygotas, naudosime

Čiobyševo polinom
↪

u baz
↪
e: pirmiausia apskaičiuosime interpoliacinio polinomo ko-

eficientus Čiobyševo polinom
↪

u bazėje, o po to,
↪
iraš

↪
e Čiobyševo polinom

↪
u išraiškas

bazėje 1, x,x2, · · · , xn ir sutrauk
↪
e panašius narius, gausime Pn(x)

↪
iprastinėje bazėje.

Š
↪
i proces

↪
a galima supaprastinti tokiu būdu:

1)
↪
ivedame pakeitim

↪
a t = (2x − (b + a))/(b − a);

2) taikome anksčiau pateikt
↪

a polinomo koeficient
↪

u apskaičiavimo algoritm
↪
a vietoje

x reikšmi
↪

u imdami t reikšmes.

3. Integral
↪

u apskaičiavimas

Kaip anksčiau minėjome, (1) formulės integralai apskaičiuojami funkcij
↪
a f (x)

pakeičiant n-os eilės polinomu Pn(x), t.y.

c =
∫ b

a

f (x)cos(kx)dx ≈
∫ b

a

Pn(x)cos(kx)dx =
n∑

l=0

alcl ,

s =
∫ b

a

f (x) sin(kx)dx ≈
∫ b

a

Pn(x) sin(kx)dx =
n∑

l=0

alsl, (3)

čia cl = ∫ b

a
xl cos(kx)dx, o sl = ∫ b

a
xl sin(kx)dx, l = 0,n.
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Apskaičiav
↪
e s0 = ∫ b

a
sin(kx)dx ir c0 = ∫ b

a
cos(kx)dx bei sl ir cl vien

↪
a kart

↪
a suinte-

grav
↪
e dalimis, gausim

↪
e tokias sl ir cl apskaičiavimo rekurentines formules

cl = (
bl sin(kb) − al sin(ka)

)
/k − l

k
sl−1,

sl = (
bl cos(kb) − al cos(ka)

)
/k + l

k
cl−1, l = 1,n. (4)

↪
Ivertinant tai, kad Pn(x) užrašomas Čiobyševo polinom

↪
u bazėje, (4) formulės turi

būti modifikuotos. Žemiau pateikiamas cl ir sl apskaičiavimo modifikuotas algoritmas.

Algoritmas apskaičiuoti cl ir sl , kai Pn(x) užrašomas Čiobyševo polinom
↪

u bazėje
c(1)=(sin(k*b)-sin(k*a))/k;

s(1)=-(cos(k*b)-cos(k*a))/k;
cs=1; ss=-1; tk=2/(b-a);
for el=1:n

c(el+1)=(sin(k*b)+cs*sin(k*a)-tk*el*s(el))/k;
s(el+1)=(-cos(k*b)+ss*cos(k*a)+tk*el*c(el))/k;
cs=-cs; ss=-ss;

end

4. Kvadratūrinės formulės paklaidos ↪ivertinimas

Remdamiesi interpoliacinio polinomo koeficient
↪

u bei cl ir sl apskaičiavimo algorit-
mais, n-os eilės Filono kvadratūrinės formulės paklaid

↪
a kiekviename integravimo in-

tervalo subintervale ↪ivertinsime tokiu būdu.
1. Apskaičiuojame n-os eilės interpoliacinio polinomo, apibrėžiamo mazgais, kurie

integravimo subinterval
↪

a dalyja
↪
i n lygi

↪
u dali

↪
u, Pn(x) = anx

n+an−1x
n−1 +· · ·+

a1x + a0 koeficientus.
2. Atmetame vien

↪
a vidin

↪
i (m-

↪
aj

↪
i, 1 � m � n − 1) interpoliavimo mazg

↪
a.

3. Apskaičiuojame interpoliacin
↪
i polinom

↪
a Pn−1(x) = bn−1x

n−1 + bn−2x
n−2 +

· · · + b1x + b0, kur ↪i apibrėžia 2 punkto interpoliavimo mazgai.
4. Apskaičiuojame paklaid

↪
a pagal formul

↪
e

δ = max
(∣∣∣

n∑
l=0

(al − bl)sl

∣∣∣, ∣∣∣
n∑

l=0

(al − bl)cl

∣∣∣
)
,

čia bn = 0.

5. Eksperimentinis tyrimas

Remiantis pateiktomis n-os eilės Filono kvadratūrinės formulės ir jos paklaidos
išraiškomis, MATLAB‘o aplinkoje buvo sudaryta adaptyviojo integravimo strategij ↪a
realizuojanti procedūra ir apskaičiuoti (1) formulės integralai, kaif (x) = ex . Buvo
keičiamos parametr

↪
u k, ε ir m reikšmės, o taip pat interpoliacinio polinomo eilė.

Skaičiavimo rezultatai patalpinti 1 ir 2 lentelėse. Lentelėse simboliu nn žymimas
panaudotas pointegralinės funkcijos reikšmi

↪
u skaičius.
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1 lentelė. Funkcija f (x) = ex , m – vidurio taškas

k = 1 k = 5 k = 10
ε

n nn n nn n nn

10−4 8 81 8 89 8 73
12 49 12 49 12 49

10−6 8 129 8 137 8 145
12 73 12 85 12 85

10−8 8 225 8 241 8 241
12 109 12 121 12 109

2 lentelė. Funkcija f (x) = ex , m = 2

k = 1 k = 5 k = 10
ε

n nn n nn n nn

10−4 8 113 8 113 8 105
12 61 12 49 12 49

10−6 8 201 8 193 8 177
12 85 12 85 12 85

10−8 8 345 8 345 8 337
12 121 12 121 12 121

Kaif (x) = ex , tai (1) formulės integralus galima apskaičiuoti tiksliai. Eksperimento
metu buvo pastebėta, kad visais atvejais norimas tikslumas buvo pasiektas. Tačiau, kai
m = 2, pasiektas tikslumas eile buvo aukštesnis. Kap matyti iš skaičiavimo rezultat

↪
u,

mažesnis panaudot
↪

u pointegralinės funkcijos reikšmi
↪

u skaičius yra, kai n yra didesnis,
o m – vidurio taškas.

6. Išvados

1. Pasiūlyta n-os eilės Fiolono kvadratūrinės formulės paklaidos
↪
iverčio formulė,

pagr
↪
ista

↪
idėt

↪
uj

↪
u formuli

↪
u metodu.

2. Pateikta paklaidos
↪
iverčio formulė skirtingai nei formulės, besiremiančios skirtin-

gais integravimo žingsniais gautais rezultatais,
↪
igalina sudaryti paprestesnes ir efek-

tyvesnes adaptyviojo integravimo strategij
↪

a realizuojančias procedūras.
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SUMMARY

K. Plukas, D. Plukienė. Error estimation for n-th order Filon quadrature formula

In this paper the error estimation for n-th order Filon quadrature formula is discussed.
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