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1. Ivadas

Filono kvdratiiriné formulé yra skirta apskaiciuoti integralus

b b
s:/ fx)sin(kx)dx ir c:/ f(x)cos(kx)dx. (1)

Taikant klasiking Filono kvadratiring formule [4], funkcija f(x) intervale
[xi—1,xi+1] € [a, b] kei¢iama kvadratiniu interpoliaciniu polinomu y(x) =a + b(x —
x;) +c(x — x;)?, einan¢iu per taskus (x;—1, f(x;i—1)), (57, £ (x7)), (xig1, f(xig1)), Cia
Xx;j = (xj—1 +x;+1)/2. Po to gautas itegralas skaiciuojamas tiksliai.

Literatiroje [3] iSnagrinéta n-os eilés Filono kvadratiiriné formule, kai funkcija
f (x) nagrinéjamame integravimo intervalo subintervale [«, 8] C [a, b] keiCiama n-os
eilés interpoliaciniu polinomu P,(x) = a,x" + an_1x"V 4+ .+ ayx + ag, kuri
nusako vienas nuo kito lygiai nutole (n 4 1) interpoliavimo mazgai, pradedant kai-
riuoju ir baigiant desiniuoju subintervalo galais. Po to integralai | aﬁ P, (x)sin(kx) dx
ir f aﬁ P,(x)cos(kx) dx skai¢iuojami tiksliai.

Minétame darbe n-os eilés Filono kvadratiirinés formulés paklaida siiloma ap-
skaiCiuoti remiantis rezultatais, gautais tame paciame subintervale taikant integravi-
mo Zingsnius 4 ir i/2. Cia sitilomas kitas §ios formulés paklaidos ivertinimo bidas,
paremtas idétyju formuliy idéja [2]: paklaida subintervale [«, 8] C [a, b] apskaiCiuo-
jama pagal formule

’

B B
§=max P,(x)—P,_1(x)|cos(kx)dx P,(x)—P,_1(x)|sin(kx)dx| },(2)
([ st [ - s

¢ia P,_1(x) — interpoliacinis polinomas, nusakomas tais paciais interpoliavimo maz-
gais, kaip ir P, (x), atmetus viena vidini mazga. Galime tikétis, kad (2) formulé siau-
rame subintervale [«, 8] duos pakankamai tiksly paklaidos iverti, kadangi |f(x) —
P,(x)| &= | Py4+1(x) — P,(x)] kai interpoliavimo Zingsnis yra mazas [1]. Kita vertus,
(2) formulé yra ekonomiskesné nei paklaidos formulé, pagrista intergravimo rezul-
tatais, gautais su skirtingais integravimo Zingsniais.
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2. Polinomo koeficientu apskaic¢iavimas

Pirmasis n-os eilés Filono kvadratiirinés formulés etapas yra polinomo P,(x) koe-
ficientu apskaiCiavimas. Vienas i$ patogiausiu koeficienty apskaic¢iavimo bidu yra
Aitkeno schema [5], skirta apskaiCiuoti interpoliacinio polinomo reikSme¢ duotame
taske. Modifikavus Sia schema, galima lengvai apskaiCiuoti interpoliacinio polinomo
koeficientus.

Duoti interpoliavimo taskai (x;, y;),i = 1,n 4+ 1. ApskaiCiuoti polinomo P,(x) =
Apg1 X" + a,x" 1+ -+ apx + ay koeficientus.

Apskaiciuoti koeficientus a;,i = 1,n 4+ 1 patogu MATLAB‘o aplinkoje, nes
MATLAB ‘as igalina paprastai atlikti veiksmus su koeficienty masyvais.

Algoritmas apskaiciuoti polinomo P,(x) koeficientus
p=zeros (n+1l,n+1) ;
p(:,1)=y;
for k=1:n
for i=1:n+1-k
p(i,l:k+1)=([p(i+1,1:k)-p(i,1:k) 0]+...
[0 p(1,1:k)*x(i+k)-p(i+1,1:k)*x(1)])/(x(i+k)-x(1));
end;
end;
a=p(1,:);

Kad P,(x) koeficientu apskaiciavimo uZdavinys biity gerai salygotas, naudosime
Ciobysevo polinomy baze: pirmiausia apskaiiuosime interpoliacinio polinomo ko-
eficientus éiobyéevo polinomu bazgje, o po to, irase éiobyéevo polinomy iSraiskas
bazéje 1, x,x2,---, x" ir sutrauke panasius narius, gausime P, (x) iprastin¢je bazéje.
Si procesa galima supaprastinti tokiu biidu:

1) ivedame pakeitimat = 2x — (b +a))/(b — a);
2) taikome anksciau pateikta polinomo koeficienty apskai¢iavimo algoritma vietoje
x reikSmiy imdami ¢ reikSmes.

3. Integralu apskaiciavimas

Kaip anksCiau mingjome, (1) formulés integralai apskaiiuojami funkcija f(x)
pakeiciant n-os eilés polinomu P,(x), t.y.

b b n
c:/ f(x)cos(kx)dx%/ Pn(x)cos(kx)dx:Zalcl,

=0

b b n
S :/ f(x)sin(kx)dx %/ P,(x)sin(kx)dx = Zalsl, 3)

=0

Gac = fab x!cos(kx)dx, 0 s = fabxl sin(kx)dx, =0, n.
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Apskaiciave s = f ab sin(kx)dx ir ¢ = f ab cos(kx) dx bei s; ir ¢; viena karta suinte-
grave dalimis, gausime tokias s; ir ¢; apskaic¢iavimo rekurentines formules

!
¢ = (b sin(kb) — a' sin(ka)) /k — 51

l -
s1 = (b' cos(kb) — a' cos(ka))/k + za-1, I=Tn. 4)

Ivertinant tai, kad P,(x) uzraSomas éiobyéevo polinomu bazeéje, (4) formulés turi
biti modifikuotos. Zemiau pateikiamas ¢; ir s; apskai¢iavimo modifikuotas algoritmas.

Algoritmas apskaiciuoti c; ir s;, kai P, (x) uZrasomas éiobyfevo polinomy bazéje
c(l)=(sin(k*b) -sin(k*a)) /k;
s(l)=-(cos (k*b)-cos(k*a)) /k;
cs=1; ss=-1; tk=2/(b-a);
for el=1:n
c(el+l)=(sin(k*b)+cs*sin(k*a)-tk*el*s(el)) /k;
s(el+l)=(-cos (k*b) +ss*cos (k*a) +tk*el*c(el)) /k;
cs=-Ccs; ssS=-8S;
end

4. Kvadratuarinés formulés paklaidos ivertinimas

Remdamiesi interpoliacinio polinomo koeficienty bei ¢; ir s; apskaiiavimo algorit-
mais, n-os eilés Filono kvadratirinés formulés paklaida kiekviename integravimo in-
tervalo subintervale ivertinsime tokiu biidu.

1. Apskaiciuojame n-os eilés interpoliacinio polinomo, apibréZziamo mazgais, kurie
integravimo subintervala dalyja i n lygiuy daliu, P, (x) = a,x" + Ay x" T4 4
a1 x + ag koeficientus.

2. Atmetame viena vidini (m-3ji, | <m < n — 1) interpoliavimo mazga.

3. Apskaiiuojame interpoliacini polinoma P,_j(x) = by_1x" V4 b,_ox"2 4
-++ 4 b1x + bg, kuri, apibrézia 2 punkto interpoliavimo mazgai.

4. Apskaiciuojame paklaida pagal formule

n
§ = max (‘ Z(al —by)s;
=0

’

> - bl)ClD,

¢ia b, =0.

5. Eksperimentinis tyrimas

Remiantis pateiktomis n-os eilés Filono kvadratiirinés formulés ir jos paklaidos
iSraisSkomis, MATLAB ‘o aplinkoje buvo sudaryta adaptyviojo integravimo strategija
realizuojanti procediira ir apskaiciuoti (1) formulés integralai, kai f(x) = e*. Buvo
keiCiamos parametry k, € ir m reikSmés, o taip pat interpoliacinio polinomo eilé.
SkaiCiavimo rezultatai patalpinti 1 ir 2 lentelése. Lentelése simboliu nn Zymimas
panaudotas pointegralinés funkcijos reikSmiuy skaicius.
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1 lentelé. Funkcija f(x) = e*, m — vidurio taSkas

k=1 k=5 k=10
&
n nn n nn n nn
10~4 8 81 8 89 8 73
12 49 12 49 12 49
10~6 8 129 8 137 8 145
12 73 12 85 12 85
10-8 8 225 8 241 8 241
12 109 12 121 12 109

2 lentelé. Funkcija f(x) =e*,m =2

k=1 k=5 k=10
&
n nn n nn n nn
1074 8 113 8 113 8 105
12 61 12 49 12 49
1076 8 201 8 193 8 177
12 85 12 85 12 85
1078 8 345 8 345 8 337
12 121 12 121 12 121

Kai f (x) =", tai (1) formulés integralus galima apskaiciuoti tiksliai. Eksperimento
metu buvo pastebéta, kad visais atvejais norimas tikslumas buvo pasiektas. Taciau, kai
m = 2, pasiektas tikslumas eile buvo aukstesnis. Kap matyti i$ skaiciavimo rezultaty,
mazesnis panaudoty pointegralinés funkcijos reikSmiu skaicius yra, kai n yra didesnis,
o m — vidurio taskas.

6. ISvados

1. Pasiiilyta n-os eilés Fiolono kvadratirinés formulés paklaidos ivercio formuleé,
pagrista idétuju formuliy metodu.

2. Pateikta paklaidos iver¢io formulé skirtingai nei formulés, besiremiancios skirtin-
gais integravimo Zingsniais gautais rezultatais, igalina sudaryti paprestesnes ir efek-
tyvesnes adaptyviojo integravimo strategija realizuojancias procediiras.
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SUMMARY

K. Plukas, D. Plukiené. Error estimation for n-th order Filon quadrature formula

In this paper the error estimation for n-th order Filon quadrature formula is discussed.
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