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Reziumé. Medyny skersmeniui modeliuoti naudojami stochastiniai logistiniai augimo désniai (Verhul-
sto, Gompertco, Mitscherlicho, Bertalanfio, Richardo). Skersmens kinetika iSreiSkiama atitinkama stochas-
tine diferencialine lygtimi, kurioje nepriklausomas kintamasis yra medyno amzius arba aukstis. Peréjimo
tikimybiy tankio funkcijai uZraSoma Kolmogorovo lygtis su dalinémis iSvestinémis. Straipsnyje pateiktos
Kolmogorovo lygties sprendinio skaitmeninés aproksimacijos. Rezultatai iliustruojami pavyzdZziu, kuriame
analizuojami eksperimentiniai stebéjimai gauti iSmatavus 1553 pusies medZius.

Tiriamo objekto kinetika (augimas) uzima svarbia vieta tiriant procesus ekologijoje,
ekonomikoje, finansuose, biologijoje ir kitose srityse. Augimo proceso kinetika iprasta
apibrézti paprastosiomis diferencialinémis lygtimis. Nepaisant to, kad augimo proce-
sas yra itakojamas atsitiktinumo fenomeno, praktikoje dazniausiai naudojami deter-
minuotieji modeliai. Taikymuose proceso suvidurkinta trendo kinetika yra iSreiskiama
vienu i$ logistinio modelio pavidalu: Verhulsto, Gompertco, Mitscherlicho, Bertalan-
fio, Richardo arba tam tikru Siuy modeliy miSiniu [1]. Apibendrinto pavidalo determi-
nuotasis logistinis augimo modelis, iSreiSkiantis proceso kitimo trajektorija x (¢) prik-
lausomai nuo laiko 7 (arba kito poZymio), gali biiti uzrasytas paprastaja diferencialine

lygtimi [1]
dx (¢ x(1)\A
a2 zr(xa))“(l - () ) *(10) = 0. M
Cia r, K, o, B yra realiis skaiCiai. Parametras r nusako vidini augimo greiti per laiko
vieneta. Parametras K parodo parametro augimo proceso virsutini arba apatini, biolo-
ginés populiacijos lygi. Nesunku isitikinti, kad laikui artéjant i oo trajektorija x (¢),
iSreiksta (1) lygybe, artéja i prisotinimo lygi K, t.y. lim,_, oo x () = K.

Apibendrintojo logistinio augimo modelio atskiri atvejai kartu su atitinkamomis
trajektorijomis pateikti 1 lenteléje. Siy augimo désniu trajektorijos x (¢) priklauso tik-
tai nuo laiko ¢ bei parametry r, K. Reikia pastebéti, kad pavidalo (1) determinuotieji
augimo désniai itakoja didele modeliu nepaaiskinta variacija.

Stochastiniai augimo modeliai leidZia sumaZinti nepaaiskinta modeliuojamo dy-
dzio kintamuma, bei praktiniuose taikymuose realizuoti atsitiktinumo fenomena,
kuris daro neapibréZta stochasting itaka proceso eigai. Stochastinis augimo désnis
gali biiti iSreikStas paprastaja stochastine diferencialine lygtimi, kurioje difuzija yra
tiesiog proporcinga triuk§Smo intensyvumui o ir trajektorijai x(z). Augimo tikimy-
binei kinetikai apibrézti naudosime paprasciausia atsitiktini procesa — Gauso baltaji.
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1 lentelé. Determinuotyjy logistiniy augimo désniy trajektorijos

Parametrai
Désnis — Trajektorijax(f)
o B
Kxg
Verhulsto 1 1
x0 + (K — xg)e~"—10)
X0 t:r(t—lu)
Gompertco 1 B—0 K (E)
Mitscherlicho 0 1 K+ (xg — K)e ® (=)
1 ey \ 3
xo ? _r 1 Iu)
Bertalanfio 2/3 13 Kl1-(1- (E) T
20)\BerBt—n) _ (0)f 4 1\~7
Richardo 1 B>=—1 ( (K ) (K ) ) K e —10)
(®)

triukSma. Stochastini augimo modeli uzrasome taip:

o x(H)\B
dx () = r(x(1)) <1—(7) )dt—l—ax(t)dw(t), x(fo) = xo. )

Praktinis stochastiniy modeliu panaudojimas reikalauja ivertinti dreifo funkcijos ir
difuzijos funkcijos parametrus r, K, 0. Paminéty parametry ivertinimams gauti galime
naudoti maksimalaus tikétinumo [2], [3] arba L! normos procediras [3].

Darbo tikslas — uZraSyti medyno medZiu skersmens skirstinio tankio funkcija
p(x,t, h), kuri priklauso nuo medziy amziaus ir aukscio.

Ivedame pazyméjimus:

%)ﬁ) o (x(v) = 0x(v),

FEr@) zrx(v>“<1 ~(
¢ia v gali biiti medZio amzius ¢ arba medZio aukstis /. Peréjimo tikimybiy tankio
funkcija p(x, v) tenkina Kolmogorovo lygti. [4]

ap(x,v) 0 1 9%
—=——(f(x,v)pl,v ——((o(x X,V 3
- = (f v v) + 5= 2(( ())*p(x.v)). 3)
Gompertco désnio atveju, lyg€iai su dalinémis iSvestinémis (3), galime uzraSyti
tikslyji. sprendini. Darbe visiems nagrin¢jamiems logistiniams augimo désniams
lygties (3) sprendinio p(x,v) apytiksle skaitmening aproksimacija uzraSome tokiu
pavidalu:

pWi,vjt1) — p(xi,vj) U_ngp(xi+1, Vj+1) — 2p(xi, vj4+1) + p(Xi—1,vj41)

T 4 h?

02 5 p(it1,v;) —2p(xi,v)) + p(xi—1,v))
+T)Cl~ h2
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P(Xit1,Vj4+1) — p(Xi—1,Vj41)
2h ’
Xsup

— f(x;)

i=12,...,N—1, h= , j=0,1,.... M -1, t=

N o M
Pradinés ir krastinés salygos apibréziamos taip:
p0,v) =0, ve[0;vsupl, pxsup, v) =0, ve€[0;v50p], p(0,0) =6(0),

¢ia §(-) yra Dirako funkcija, M, N yra zingsniu skaiCiai. Stochastiniy logistiniy
augimo désniy (2) stacionariuosius sprendinius pateikiame 2 lenteléje ir pavaizduo-
jame 2 pav. kartu su peréjimo tikimybiy tankio funkcijomis.

Medyno medziuy skersmens skirstinio tankio funkcija uzraSome tankio funkciju
miSiniy pavidalu

1 1 &
P =5 hjpGt)+ 5 Y wip(rhj),

j=1 j=1

dia ZT=11 rj=1, ijl wj =1, m; — amZiaus klasiu skaiCius, ms — aukscio klasiu
skaiCius, A; — j-osios amZiaus klasés medZiu dalis medyne, w; — j-osios auksCio
klasés medziy dalis medyne.

Matematinio modelio imitavimui naudosime pusies medynu stebéjimo duomenis.
Buvo stebéti 1553 medziai Dubravos girininkijoje. Stebéjimo duomenis pateikiame
1 pav.

Stochastiniy augimo désniy parametry r, K, o ivertinimai buvo apskaiciuoti maksi-
malaus tikétinumo metodu ir pateikti 3 lentel¢je.

Penkiy taikomy augimo désniy peré¢jimo tikimybiu tankio funkciju p(x, v) skait-
menines aproksimacijas pateikiame 2 pav. IS 3 lentelés matome, kad medyno skersme-
niui modeliuoti pagal amziaus priklausomybe tinkamiausias yra Bertalanfio désnis,

2 lentelé. Stochastiniy logistiniy augimo désniy stacionarieji sprendiniai

Désnis Tankio funkcija Normalizavimo konstanta N
, 2Ly —1) 2tk 2r -1 2r
Verhulsto Nyx ™o e Ko? (ng) /r(p_l)
rlnzK
_ K |
Gompertco Nyx~2e T — L
o
2L 2 L +1
Mitscherlicho Ngx 2(Eﬁ'l)e = ( rz)""‘ /F( )
o Ko?
At t1) 0T 1/ 6r\3(zz+1)
Beralnio N e S ST (3 +1))
2(L5H-1) —p (X/K7)ﬁ 2 L2 4 1,2
Richardo Ns(i) Gz )e "2 E(_’)*"(? )/r( (_’_1))
K K \Bo? B\o?




518

P. Rupsys, D. Raskiniené

0 op 40 _ B0 &0 100 a m 15 20 . 2B @0
AmZius, metai Aukstis, metrai
1 pav. Pusies medyny stebéjimo duomenys.
3 lentelé. Parametry ivertinimai
Parametrai Determinacijgs koeficientas R>
N . . y =0,95
Désnis PoZymis
2 2 2
r K '8 o Rapatinis vidurkis virSutinis
Verhulsto Amzius 0,1139 32,9079 0,1354 0,6604 0,6887 0,7078
Aukstis  0,3637 33,8910 0,2230 0,7312 0,7613 0,7826
Gompertco Amzius 0,0647 33,6718 0,1350 0,6711 0,7045 0,7281
Aukstis  0,2087 30,9075 0,1790 0,7359 0,7602 0,7942
Mitscherlicho Amzius 0,9313 42,4589 0,1350 0,6604 0,6887 0,7078
Aukstis  1,9178 70,3583 0,1468 0,7523 0,8046 0,8435
Bertalanfio Amzius 0,3866 40,2436 0,1339 0,7057 0,7482 0,7804
Aukstis  1,3937 32,2951 0,1580 0,7575 0,7834 0,8043
Richardso Amzius 0,1033 32,9119 1,1966 0,1371 0,6720 0,6961 0,7313
Aukstis  1,0054 31,0288 0,2509 0,1908 0,7186 0,7499 0,7718

o medyno skersmeniui modeliuoti pagal aukscio priklausomybe tinkamiausias yra
Mitscherlicho désnis. Reikia pastebéti, kad visu nagrinéjamu modeliy determinacijos
koeficientas nefiksuoja tinkamumo labai didelius skirtumus.

Tolimesnei stebéjimo duomenu analizei iSskiriame 10 vienodo ilgio (10 metu)
amziaus klasiy ir 9 vienodo ilgio (4 metry) aukscio klases. Vadinasi, turime m| = 10,
my = 9. Pagal 1553 medZiu stebéjimo duomenis, apskaiciuojame tankiu funkcijy
miiniy svorius ir pateikiame 4 lenteléje. Sioje lenteléje taip pat pateiktos fiksuo-
tos amziaus ir aukscio klasiy vidurinés reikSmeés. 3 pav. pateikiame tankio funkcijuy
miSinius pagal amZiu, pagal auksti ir bendrasis pagal amzZiy ir auksti. Pastebime, kad
tarp pavaizduoty trijy tankio funkciju miSiniy yra labai neZymus skirtumas.
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2 pav. Skersmens tankio funkcijos skaitmeninés aproksimacijos (kairéje puséje esant amziui 20 metuy,

40 mety, 60 mety, 80 mety, deSinéje puséje esant auks§€iui S m, 15 m, 25 m, 35 m) ir stacionarusis

sprendinys (triiki kreive).
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4 lentelé. Amziaus ir aukscio klasiy tankio miSiniy svoriai ir vidurinés reikSmés

Svoris ir Klase
klasés
vidurys 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Ai 0,0000 0,4358 0,0556 0,0859 0,0872 0,0960 0,1106 0,0720 0,0404 0,0165
ti 5 15 25 35 45 55 65 75 85 95
wj 0,0764 0,3619 0,0499 0,0948 0,1074 0,1276 0,1295 0,0474 0,0051
hi 2 6 10 14 18 22 26 30 34

Miginys pagal amZiy

o 20 40 60 a0 100
Skersmuo, cm
Miginys pagal aukst]

o 20 40 60 80 100
Skersmuo, cm
Miginys pagal amZiy ir aukst|

o 20 4D 60 80 100
Skersmuo, cm

3 pav. Skersmens tankio funkciju miSiniai.

Literatiira

1. P. Rupsys, Logistic growth with Markovian jumping, Vagos, 65(18), 133—140 (2004).

2. P. Rupsys, On parameter estimation for stochastic logistic growth laws through the maximum likeli-
hood procedure, Liet. matem. rink., 44 (spec. nr.), 759-762 (2004).

3. P. RupSys, On parameter estimation for stochastic logistic growth laws through the maximum likeli-
hood and L' norm procedures, Lietuvos statistikos darbai, 42, 49-60 (2005).

4. .. Tuxman, A.B. Cropoxoxn, Beedenue e meopuio cayuainnz npoyeccos, Hayka, Mocksa

(1977).
SUMMARY

P. Rupsys, D. Raskiniené. Application of stochastic logistic laws and their density mixtures to the growth
analysis

The processes of growth play an important role in different fields of science, such as ecology, economics,
finance etc. In applications the averaged trend kinetics is represented by means of one of the types of

logistic forms (Verhulst, Gompertz, Mitscherlich, Richards et al). The article deals with the numerical
solutions of the Fokker—Plank equation.
Keywords: stochastic differential equation, density function, Fokker—Plank equation, numerical solution.



