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Nagringjamas draudos iSmoku stochastinis modelis, kai draudimo kompanijos
klienty skaicius didéja laikui bégant. Draudos iSmoku proceso trajektorijos priklauso
funkciju be antrosios rasies trikiuy erdvei D[0, co). Irodomas Siu procesu skirstiniy
konvergavimas i sudétinio Puasono proceso skirstini erdvéje D[0, oo) su Skorochodo
topologijomis M| ir J;.

Placiai naudojamos Skorochodo J; topologijos svarbiausia savybé yra tai, kad
kiekviena ribinés funkcijos troki turi atitikti konverguojancios funkcijos trikis, o
kiekvienas triikio taskas bei trikio dydis turi konverguoti atitinkamai i ribinés funkci-
jos trukio taska bei dydi. Taigi triikioji funkcija negali biti tolydZiuju funkciju riba.
M topologija yra silpnesné uz Ji, taciau Sios topologijos prasme konverguojanciuy
funkciju trikiai nebiitinai turi atitikti ribinés funkcijos triikius. Taigi konverguojanciuy
funkcijuy klasé yra gerokai platesné. J; ir M topologiju apibrézimus Zr. [1].

Tarkime, kad draudimo kompanijos klienty skaicius laiko momentu ¢ yra K, (¢).
Cia K, (t) yra nemaZ¢janti determinuotoji funkcija. PaZymékime X, (#) draudi-
miniy ivykiu, po kuriu k-asis klientas gauna draudos iSmokas, srauta. Laikysime, kad

X (1) =0, kai r < t,,k, Cia t,, = inf{t: K, (¢) > k}. Ivykus Sio srauto i-ajam ivykiui,
draudos iSmoka yra Sn « - Kompanijos visu draudos iSmoku iki laiko momento ¢ (imti-
nai) suma yra

Ky (1) Xnk (1)

Zy(t) = Z Z Sk -

Tarkime, kad lim,,_, o P{SVEIIC) =m} = p,, m > 1, o atsitiktiniai procesai X, (?)
atitinka Sias salygas: su kiekvienu ¢ > 0

lim  max P{X,,k(t) > O} =0 (1)
n—>00 1 k< Ky (1)
ir
Kn (1)
lim P{Xu(t) > 1} =0. )

n— 00
k=1
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Pazymékime
K, (1)

An(®) =Y P{Xu (1) >0}

k=1

Tirsime salygas, su kuriomis iSmoku procesai Z,, (t) konverguoja i sudétini Puasono
procesa.

Nepriklausomu poky¢iu atsitiktini, procesa Z () vadinsime sudétiniu Puasono pro-
cesu, jei Z(0) = 0, kiekviename pusintervalyje A = (a,b] (0 < a < b) proceso
pokyciai Z(A) = Z(b) — Z(a) igyja tik sveikas neneigiamas reikSmes ir

Eexp{iuZ(A)}:exp{Z)\m(A)(ei“m —1)}, (3)

m=1

¢ia A, su kiekvienu m yra matas ir Z;‘Ll mAi,, (A) < o0o. Jeigu visi A, =0, kai m =
2,3,...,tai Z(t) yra Puasono procesas.

Atsitiktiniy procesu Z, (t) ir Z(t) realizacijos priklauso funkcijuy be antrosios rasies
trikiy erdvei D = D[0, oo). Nagrinésime procesu Z, (¢) skirstiniy funkciju erdvéje D
su Skorochodo topologijomis Ji ir M| (Zr. [1]) silpnaji konvergavima, kuri Zymésime

... .. .. d,Ji . d.M
atitinkamai simboliais —— ir ———.

Tarkime, kad A(#) yra nemaZéjanti tolydi i§ deSinés funkcija, apibréZta pus-
intervalyje [0, 00) ir tenkinanti salyga A(0) = 0. Apibrézkime funkcijas A,, ly-
gybémis A, (t) = p,, A(t), m = 1,2, .... PaZymékime Z () sudétini Puasono pro-
cesa, apibrézta (3), kai A,, yra Lebego—Styltjeso matai, atitinkantys funkcijas A, (-),
m=1,2,....

d,.M .. . M
1 TEOREMA. Z, LN Z A tada ir tik tada, kai A, —L A

Irodymas. Imkime koki nors funkcijos A (¢) tolydumo tasky rinkini T={zty, 11, ...,
ti}, tg <t; <...<ty,ir pazymékime A, = (t,_1,t.],r =1, ...,d. Toliau Zymésime:

Xk (1)
Zu) =Y &Y.
i=1
Znk(Ar) = Zpi () — Zyg (6, —1), r=1,...,d,
L (T) = (Zui (A1), ... Zuk (D)),
2,(T) = (Zy (A1), ..., Zn(Ag)),
Z(T) = (Z(A)), ..., Z(Aa).

Kadangi atsitiktiniy procesu Z, ir Z trajektorijos, kaip ir funkcijos A, ir A, yra

wae oy . . d,M . et e . .
nemazgjancios, tai konvergavimas Z,, N4 A yraekvivalentus atsitiktiniy vektoriu
Z,(T) skirstiniy silpnajam konvergavimui i Z(T) skirstinius su kiekvienu funkcijos
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A tolydumo tasky rinkiniu 7', o konvergavimas A, M, A ekvivalentus konvergavi-
mui funkcijos A tolydumo taskuose. Todél teoremos salygos biitinumas iSplaukia i
nykstamuju atsitiktiniu dydZiy sumavimo teorijos [2].

Norédami irodyti pakankamuma, paZymékime

¢a(,T) = Eexp {i{u, Z,(T))},

tiaue R? yra d-matis vektorius u = (uy,...,uq), 0 (U, v) = Zf=1 uv, (n,v e RY).
Pakanka isitikinti, kad

d 00
nliggofﬂn(ll, T) = HCXP{ Z)\m(Ar)(eiurm - 1)}

r=1 m=1

Pazyméje ¢ui (u, T) = E exp{i(u, Z,; (T))}, paraSysime

Kn(td)
logg,(w, T)= Y loggu(u,T).
k=1
Kadangi
Pk, T) = 1= )" (9 — 1) P{Zp(T) =s} =) " (/™) — 1) P{Z,1(T) =5},
seRd s#0
tai

|k (@, T) — 1] 2P { X, (t4) > O}.

Todeéel is (1) iSplaukia, kad |@,r(u, T) — 1| < %, k=1,...,K,(t7), kai n pakankamai
dideli. Tuomet

K, (ta)
log@n (W, T) = > (@ax(w,T) — 1) + Ry,
k=1
¢ia
Ky (tg) oo 1 Ky (tq) 5
Rl < ) D Slom@D 11" < 3 oD —1|
k=1 m=2 k=1
K, (ta)

<1<kI22}<’f,(td)P{X”"("’)>o} Z P{X.ui(tg) >0} >0 (n— o0).

k=1
Vadinasi, turime isitikinti, kad
K, (tq) d e8] )
lim Y (ea@ T =1) =) % dn(A) "™ —1). )
k=1 r=1m=1



526 R. Banys

PazZyméje e, vektoriu, kurio r-oji koordinaté yra 1, o visos kitos lygios nuliui,
parasykime

d oo
Ouk (W, T) — 1= "y " (& — 1) P{Z(T) = me, }

r=1 m=1
+ 3 @09 1) P{Z,(T) =]
s#me,

o]

33 = DP (20 =} + 0P Xos() > 1)

Z W DP{Xu(A) =1, £y =m}+O(P(Xu(ta) > 1)).

IS ¢ia matome, kad esant iSpildytai teoremos salygai, (4) lygybé yra teisinga.

Teorema irodyta.

Kai visi Sé,lc) = 1, lengvai gauname $i teigini.

2 TEOREMA. Nepriklausomy taskiniy procesy X, (t), tenkinanciy (1) salyga, sumy
X, (t) daugiamaciai skirstiniai silpnai konverguoja i Puasono proceso su vidurkiu
A(t) daugiamacius skirstinius tada ir tik tada, kai teisinga (2) lygybé ir su kiekvienu
t > 0 teisinga lygybé lim;,_, oo A, (1) = A(2).

Si teorema yra Grigelionio teoremos [3] analogas tuo atveju, kai démenu skai&ius
kinta laikui bégant. Kitaip sakant, kai K, (t) = k,,, ji virsta Grigelionio teorema.

Panagrinékime iSmoku procesa tuo atveju, kai K, (t) = [nt] (Cia [x] Zymi skaiCiaus
x sveikaja dali, o laiko trukmér,i"), apsidraudus k-ajam klientui, iki pirmojo su juo
susijusio draudiminio ivykio turi skirstini

A
P{'L',E") <si=1 —exp{ — —s}.
n

Siuo atveju

A k 1
PUXw(@) > 0=Ple"” <t =) == (1= =) +0(=),
n n n
todel
K, (1)
. 1 2
lim P{Xnk(t)>o}:—)\t .

Talgl Vlsu draudiminiy ivykiu srautas X, (¢) konverguoja i Puasono procesa su vidur-
kiu 4 )\t

d,J L. . d,J
3 TEOREMA. Z, ERAAIN Z A tada ir tik tada, kai A, A
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Irodymas. Akivaizdu, kad atsitiktiniu procesu Z, skirstiniy seka yra reliatyviai
kompaktiska topologinéje erdveje (D, J1) tada ir tik tada, kai procesu X, skirstiniy
seka yra reliatyviai kompaktiska. Todél irodymas iSplaukia i taskiniuy procesy sumy
konvergavimo i Puasono procesa erdvéje (D, Jy) salygu (Zr. [4]).

ISnagrinétojo pavyzdzio draudiminiy ivykiu srauto X, (¢#) daugiamaciai skirstiniai
silpnai konverguoja i Puasono proceso X su vidurkiu %)\tz daugiamacius skirstinius.
Kadangi ribinio Puasono proceso vidurkis yra tolydi laiko ¢ funkcija, tai X, ir Z,
skirstiniai topologinéje erdveéje (D, Ji) taip pat konverguoja i X ir Z, skirstinius.

Suformuluotyju teoremy salygos atrodo nattiralios, modeliuojant realios draudimo
kompanijos iSmoku srauta, todél modeliuojant kompanijos veikla galima laikyti, kad
i¥moky srautas yra artimas sudétiniam Puasono procesui. Sio proceso parametrai pri-
klauso nuo kompanijos klienty skaiciaus kitima nusakancios funkcijos.
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SUMMARY
R. Banys. On convergence of the accumulated insurance claim processes to the compound Poisson
process

Convergence of the accumulated insurance claim processes is investigated when the number of clients of
insurance company depeds on time. Conditions for convergence to the compound Poisson process in the
function space D[0, oo) endowed with the Skorohod M; and J; topologies are obtained.

Keywords: functional limit theorems, compound Poisson process.



