
Liet. matem. rink, 45, spec. nr., 2005, 542–546

Ekstremali ↪uj ↪u reikšmi ↪u tanki ↪u perkėlimo teoremos
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1. ↪Ivadas

Tarkime, kad X1,X2, ...,Xn, . . . – nepriklausom
↪

u vienodai pasiskirsčiusi
↪

u atsitiktini
↪

u
dydži ↪u seka su pasiskirstymo funkcija F(x) ir tankiu p(x). Apibrėšime atsitiktinius
dydžius

Zn = max(X1, ...,Xn), Wn = min(X1, ...,Xn).

Tarkime, kad egzistuoja tokios centravimo ir normavimo konstant
↪

u sekos {an,n�1}
ir {bn > 0,n � 1}, kad

lim
n→∞P (Zn < an + bnx) = H(x) (1)

visuose funkcijos H tolydumo taškuose; čia H – neišsigimusi skirstinio funkcija.
Tarkime, kad egzistuoja tokios centravimo ir normavimo konstant ↪u sekos {cn,n�1}

ir {dn,n � 1}, kad

lim
n→∞P (Wn < cn + dnx) = L(x), (2)

visuose funkcijos L tolydumo taškuose; čia L – neišsigimusi skirstinio funkcija.
Jei tenkinama (1) lygybė, sakysime, kad skirstinio funkcija F priklauso ribi-

nio skirstinio H traukos sričiai (žymėsimeF ∈ D(H)); jei tenkinama (2) lygybė,
sakysime, kad skirstinio funkcija F priklauso ribinio L traukos sričiai (žymėsimeF ∈
D(L)).

Kaip žinome (žr. [2]), egzistuoja trys ribinio skirstinio H tipai:

H1,α(x) = exp(−x−α), x > 0, α > 0;
H2,α(x) = exp

( − (−x)α
)
, x � 0, α > 0;

H3,0(x) = exp(−e−x), x ∈ R,

ir egzistuoja trys ribinio skirstinio L tipai:

L1,γ (x) = 1 − exp
( − (−x)−γ

)
, x < 0, γ > 0;

L2,γ (x) = 1 − exp(−xγ ), x > 0, γ > 0;
L3,0(x) = 1 − exp(−ex), x ∈ R.
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Pažymėkime,

pZn
(x) = nbnp(an + bnx)F n−1(an + bnx),

čia pZn
(x) – atsitiktinio dydžio (Zn − an)/bn tankis.

Suformuluosime s
↪

alygas, kurias turi tenkinti skirstinio funkcija F , kad tiesiškai nor-
muoto maksimumo tankis pZn

(x) konverguot
↪

u
↪
i ribinio skirstinio H tank

↪
i H ′(x), t.y.

lim
n→∞pZn

(x) = H ′(x). (3)

1 TEOREMA. Jei F ∈ D(H)) ir
a) H = H1,α, tai (3) s

↪
aryšis bus teisingas intervale (0;∞) tada ir tik tada, kai

tankio funkcija p(x) yra teigiama su pakankamai dideliais x, ir su α > 0 tenkinama
s

↪
alyga

lim
x→∞

xp(x)

1 − F(x)
= α;

b) H = H2,α, tai (3) s ↪aryšis bus teisingas intervale (−∞; 0) tada ir tik tada, kai
tankio funkcija p(x) yra teigiama, ir su α > 0 tenkinama s

↪
alyga

lim
x→ω(F )

(ω(F ) − x)p(x)

1 − F(x)
= α,

čia ω(F ) = sup{x : F(x) < 1};
c) H = H3,0, tai (3) s

↪
aryšis bus teisingas su visais x tada ir tik tada, kai tenkinama

s
↪

alyga

lim
x→ω(F )

p(x)
∫ ω(F )
x

(1 − F(t))dt

(1 − F(x))2 = 1.

Teoremos
↪
irodymas pateiktas [1] darbe.

Pažymėkime

pWn
(x) = ndnp(cn + dnx)

(
1 − F(cn + dnx)

)n−1
,

čia pWn
(x) – atsitiktinio dydžio (Wn − cn)/dn tankis.

Suformuluosime s
↪

alygas, kurias turi tenkinti skirstinio funkcija F , kad tiesiškai nor-
muoto minimumo tankis pWn

(x) konverguot
↪

u
↪
i ribinio skirstinio L tank

↪
i L′(x), t.y.

lim
n→∞pWn

(x) = L′(x). (4)

2 TEOREMA. Jei F ∈ D(L)) ir
a) L = L1,γ , tai (4) s

↪
aryšis bus teisingas intervale (−∞; 0) tada ir tik tada, kai

tankio funkcija p(−x) yra teigiama, su pakankamai dideliais x, ir su γ > 0 tenkinama
s ↪alyga

lim
x→∞

xp(−x)

F (−x)
= γ ;
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b) L = L2,γ , tai (4) s
↪

aryšis bus teisingas intervale (0;∞) tada ir tik tada, kai tankio
funkcija p(−x) yra teigiama, ir su γ > 0 tenkinama s ↪alyga

lim
x→α(F )

(α(F ) − x)p(−x)

F (−x)
= γ,

čia α(F ) = inf{x : F(x) > 0};
c) L = L3,0, tai (4) s

↪
aryšis bus teisingas su visais x tada ir tik tada, kai tenkinama

s
↪

alyga

lim
x→α(F )

d
dx

(1 − F(−x)

p(−x)

)
= 0.

2 teoremos teiginys išplaukia iš 1 teoremos.
Sakykime, kad {Nn,n � 1} – sveikareikšmi

↪
u teigiam

↪
u atsitiktini

↪
u dydži

↪
u, neprik-

lausanči
↪

u nuo{Xj,j � 1}, seka.
Apibrėžkime atsitiktinius dydžius

ZNn
= max(X1, . . . ,XNn

), WNn
= min(X1, . . . ,XNn

).

Tarkime, kad tenkinama s
↪

alyga

lim
n→∞P

(Nn

n
< z

)
= A(z), (5)

visuose funkcijos A(z) tolydumo taškuose. Kaip žinoma (žr.[3]), jei tenkinamos ly-
gybės (1) ir (5), tai

lim
n→∞P (ZNn

< an + bnx) = �(x) =
∫ ∞

0
(H(x))z dA(z),

ir jei tenkinamos (2) ir (5), tai

lim
n→∞P (WNn

< cn + dnx) = ψ(x) = 1 −
∫ ∞

0
(1 − L(x))z dA(z).

Šiame darbe tirsime atsitiktini
↪

u dydži
↪

u (ZNn
− an)/bn ir (WNn

− cn)/dn tanki
↪

u
asimptotik

↪
a.

2. Pagrindinis rezultatas

Suformuluosime teoremas, kuriose gauti tiesiškai normuot
↪
u ekstremali

↪
uj

↪
u reikšmi

↪
u

tankiai.

3 TEOREMA. Tarkime, tenkinamos (1) ir (3) s
↪

alygos. Jei atsitiktiniai dydžiai {Nn}
tenkina (5) s

↪
alyg

↪
a ir E(Nn

n
) < ∞, tai

lim
n→∞pZNn

(x) = H ′(x)

H(x)

∫ ∞

0
zHz(x)dA(z) = �′(x).
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↪
Irodymas. Kadangi atsitiktiniai dydžiai {Nn,n � 1} ir {Xj,j � 1} yra nepriklau-

somi, tai, pritaik
↪
e pilnos tikimybės formul

↪
e, gauname

P (ZNn
< an + bnx) =

∑
j�1

F j (an + bnx)P (Nn = j).

Diferencijuodami abi pastarosios lygybės puses gauname

pZNn
(x) =

∑
j�1

jbnp(an + bnx)F j−1(an + bnx)P (Nn = j)

= nbnp(an + bnx)F n−1(an + bnx)

F n(an + bnx)

∑
j�1

j

n

(
Fn(an + bnx)

)j/n
P (Nn/n = j/n)

= nbnp(an + bnx)F n−1(an + bnx)

F n(an + bnx)

∫ ∞

0
z
(
Fn(an + bnx)

)z dP (Nn/n < z). (6)

↪
Irodysime, kad

lim
n→∞

∫ ∞

0
z
(
Fn(an + bnx)

)z dP (Nn/n < z) =
∫ ∞

0
zHz(x)dA(z).

Turime∣∣∣∣
∫ ∞

0
z
(
Fn(an + bnx)

)z dP (Nn/n < z) −
∫ ∞

0
zHz(x)dA(z)

∣∣∣∣
�

∣∣∣∣
∫ ∞

0
z
(
Fn(an + bnx)

)z dP (Nn/n) −
∫ ∞

0
zHz(x)dP (Nn/n < z)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣
∫ ∞

0
zHz(x)dP (Nn/n < z) −

∫ ∞

0
zHz(x)dA(z)

∣∣∣∣. (7)

↪
Ivertinsime (7) nelygybės dešiniosios pusės antr

↪
aj

↪
i dėmen

↪
i. Kadangi funkcija

zHz(x) yra tolydi ir aprėžta su visais z > 0, tai iš (5) s
↪
alygos išplaukia, kad

lim
n→∞

∫ ∞

0
zHz(x)dP (Nn/n < z) =

∫ ∞

0
zHz(x)dA(z). (8)

Dabar
↪
ivertinsime (7) nelygybės dešiniosios pusės pirm

↪
aj

↪
i dėmen

↪
i. Kadangi tenki-

nama (1) lygybė, tai

lim sup
n→∞

∣∣Fn(an + bnx) − H(x)
∣∣ = 0.

Iš čia išplaukia, kad pakankamai dideliems n su visais z > 0 bet kokiam ε > 0
galios nelygybė

max
z

∣∣(Fn(an + bnx)
)z − Hz(x)

∣∣ < ε.
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Todėl ∣∣∣∣
∫ ∞

0
z
(
Fn(an + bnx)

)z dP (Nn/n) −
∫ ∞

0
zHz(x)dP (Nn/n < z)

∣∣∣∣
�

∫ ∞

0
z
∣∣(Fn(an + bnx)

)z − Hz(x)
∣∣ dP (Nn/n < z)

< ε

∫ ∞

0
zdP (Nn/n < z) = εE

(Nn

n

)
, (9)

t.y. šis dėmuo yra nykstamai mažas, kai n → ∞, nes E(Nn
n

) < ∞.

Atsižvelg
↪
e ↪i (7), (8) ir (9) gauname, kad

lim
n→∞

∫ ∞

0
z
(
Fn(an + bnx)

)z
dP (Nn/n < z) =

∫ ∞

0
zHz(x)dA(z). (10)

Atsižvelg
↪
e

↪
i teoremos s

↪
alygas ir (10) lygyb

↪
e, iš (6) gauname

lim
n→∞pZNn

(x) = H ′(x)

H(x)

∫ ∞

0
zHz(x)dA(z) = �′(x).

Teorema ↪irodyta.

4 TEOREMA. Tarkime, tenkinamos (2) ir (4) s
↪

alygos. Jei atsitiktiniai dydžiai {Nn}
tenkina (5) s

↪
alyg

↪
a ir E(Nn

n
) < ∞, tai

lim
n→∞pWNn

(x) = L′(x)

1 − L(x)

∫ ∞

0
z
(
1 − L(x)

)z
(x)dA(z) = ψ ′(x).

Teoremos
↪
irodymas analogiškas 3 teoremos

↪
irodymui.
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SUMMARY

A. Jokimaitis, A. Aksomaitis. The transfer theorems for density of extreme values

In this paper the transfer theorems for density of minima and maxima of independent identicallydistributed
random variables is proved.

Keywords: extreme values, local limit theorems, transfer theorem.


